OIIINIITNHCKO TAKMUWYEILE N3 MATEMATURE
YUEHNKA CPEOIHLUX HNIKOJIA, 02.02.2008.

Tpehu pa3zpen, A kareropuja

Hexka je a € R. Y ckyny peasHux OpojeBa PEIIUTU CUCTEM

x + y + (1—a)z = a,
(1—a)z — y + z = -1,
r + (a—1)y - z = 0.

Y kymy je ymmcana jonta. /JlokazaTu na je OQHOC HNOBPIIMHA KyIle U JIONTE
jelHaK OTHOCY HUXOBUX 3aIPEMUHA.

Heka je z > 0 peasan 6poj. Ompemuru mopenak OpojeBa (copruparu mo
BEJINYLHU )

Heka je f: N — NU{0} raksa na:
1. f(1) =0;
2. f(p) =1 3a cBaku npoct 6poj p;
3. f(ab) = af(b) +bf(a) 3a cBe nupuponse a u b.

Opnpenuru cBe n 3a koje je f(n) =n.

Y cBakoMm mospy Tabise 12 x 2008 ynucan je mo jeman mpuponan 6poj. Jemaum
IIOTE30M je NO3BOJbEHO YIBOCTPYYUTHU CBe OpOjeBe HEKe BPCTE UIU CMAbUTU
3a 1 cBe OpojeBe Heke KoyoHe. [la u ce yBek mociie HEKOT Opoja moTe3a MOKe
nobutu tabauna y Kojoj cy cBu OpojeBu jemnaru 07

Bpewme 3a pax 180 munyTa.
Csaku 3amarak spenu 20 moeHa.



OIIINIITNHCKO TAKMUWYEILE N3 MATEMATURE
YUEHNKA CPEOIHLUX HNIKOJIA, 02.02.2008.

Tpehu pa3spen, B kareropuja

Hexka je a € R. Y ckyny peasHux OpojeBa PEIIUTU CUCTEM

x + y + (1—a)z = a,
(1—a)z — y + z = -1,
r + (a—1)y - z = 0.

IlokazaTu ma jemHadwHa

x x 1
2. . 2 <_) ‘ ' 2 <_> 2 2
sin 5 sin 6 2 +x

HeMa pellema y CKYIy peaslHuX Opojena.

Ha komapkamkoM TypHUPY ydeCcTBOBAJIO je 8 €Kulla U CBaKa je ca CBAKOM
onurpaJia Mo jemHy yTakMUlly. 3a mobemy ce mobuja ABa MOEHA, a MOPasKeHa
exkuna mobuja 0 moena (HeMa HEpEINIEHUX yTaKMUIEA). KEKuame cy cakymuie
penom 14,12,8,8.6,4,2,2 noerna. Koauko yTakMuiia cy mocjaenmhe YeTUPU €KUTIC
n3ryoumae o MpBe YeTupu exure’?

Y crymy peaJHUX OpoOjeBa PEIUTU CUCTEM

Yy
lOglm_y| 7 = 2,
rT+y = zy+ 1.

Y kymy je ynmcana jgonta. /JlokazaTu na je OQHOC HNOBPIIMHA KyIle U JIONTE
jemHaK OMHOCY HUXOBUX 3allpeMUHA.

Bpewme 3a pan 180 munyTa.
Cpaku 3amarak Bpemu 20 moeHa.



5
Kako je Rez = R KaKo je w —w = 2i - Imw 3a cBarko w € C, cmemu 4 - Im z = 20, 7j. Im z = 5.

5
Harne, z=Rez+Imz = 3 + 5i (Tamrenta 41, crp. 32, lucmenu 3amanu, 3anatar 5).

Jenmaunna u3 3anatka Huje mepunucana 3a x € {—2,0,2}.
3a x # —2,0,2 Basku

2 v—4 1

22 —4 2242z a2-—22

& e+ (z—4)(x—-2) = z+2
& 22 —5x+6 = 0,

a mocilenma KBaJpaTHa jeJHAUMHA MMa pemema £ =2 1 T = J.
MebyTum, kako jenHaurHa Huje nepuHucana 3a ¢ = 2, jequHo pemewne je x = 3 (Tanrenra 42,
crp. 42, Ilucmenu 3anamnu, 3agarak 1).

Buneru pemene npBor 3amaTka 3a apyru paspen A kareropuje.

AKO TpBU yTOpPaK y MeCelly HUje U NPBU JaH Y Mecelly, IPBU YTOPaK Y MeCeIy je MCTOBPEMEHO
1 IPBU YTOPAaK IOCJE MPBOT MOHEAEHKA Yy MECEIy, Ia IO yCJIOBUMA 3aaTKa CJIeIu Na je MPBU
YTOpaK y MPBOIOMEHYTOM MECEIy U MPBU JaH TOr Mecena. AHamoruo, y ciaenehem mecery je
cpela MPBU JaH TOT MeceIa.

Iakne, npponomenyTu Mecen uma 7k + 1 nana (3a meko k € N), a rako mecenu umajy 28, 29, 30
unu 31 maH, caemu na je taj mecen gedOpyap W ma je roguHAa IPECTYIHA.

Iakne, caenehu mecer je mapr, a 8. MapT je IpBa Cpexa IOCJe NPBOT YTOPKA y TOM MECELY,
1j. Mapuja je 8. mapT nposesa Ha 3aaTUOOPY.

Tpehu paspen, A kareropuja

Kako je

1 1 1—a

A = |1-a -1 1 |=a®>-3d*+4=(a—2)%*a+1),
1 a-1 -1
a 1 1—a

A, = | -1 —1 1 |=a+0+(a-1)%*—-ala—1)—1-0=0,
0 a—1 -1
1 a 1l—a

Ay, = |1-a -1 1 |=l+a—a>=—(a—2)(a+1),
1 0 -1
1 1 a

A, = |1-a -1 —1|=-d>+2d"+a-2=—(a—2)(a+1)(a—1),
1 a—1 0

3a a € {—1,2} Basku A # 0, na cucreMm 3a OBe G UMa jeAHO PEIICHE

Ax Ay Az o 1 a—1
wra= (530 5) = (0ot i)

3a a = 2 upBa jenHauynHa cucTeMa riacu £+y—z = 2, a rpeha x+y—z = 0, 1a y 0BOM CiIy4ajy
cucreM HeMma pemrena (MTO ce MOIVIO 3aK/bYUYUTU U U3 TOra IITO je @ = 2 ABOCTPYKa Hywna A, a
jemmoctpyra Ay u A}).

3a a = —1 cucrem mocraje
r + y + 2z = -1,
2t - y + z = -1,
r — 2y — z = 0.

Onysumamem npBe jenaaunue on Tpehie, OMHOCHO ABOCTPYKE HPBE jeqHAUMHE OI ApyTre, mobuja
Ce EKBUBAJICHTAH CUCTEM
xr + y + 2z = -1
- 3y - 3z = 1,
- 3y — 3z

|
“l—‘



OTHOCHO
r + y + 2z = -1,
- 3y — 3z = 1,

1 1
omakie je (3a mpom3BOLHO z € R) y:—z—gMx:—l—y—Zz:—1—|—z—|—§—2z=—z—§,Ha

y OBOM CiIydYajy CuUCTeM mMa OECKOHAYHO MHOTO PelleHha

2 1
{(—z—g,—z—§7z) ZER}

(Tanrenra 42, crp. 39, [Iucmenu 3ananu, 3anarak 4).

Heka je r momynpeunur monre, a R, H m s MOXyNpPEeYHUK OCHOBE, BUCUHA U M3BOIHUINA KYIIE
OIMCaHe OKO T€ JIOITE, PeIOM.

W3paskaBameM MOBPHIIMHE OCHOT IPECeKa KyIie

Ha nBa HaumHa, nobuja ce RH = (R 4+ s)r,
omakie je rH R+s, na je RH _ R(R+5)
KJI _— = I =
A ! LT P AIC T3 2
2
3 BHT  R(R4 o)
OIHOCHO ~ = 3 , Tj.
3 4rem
— 37
3
Vk Pk

Vi, P

R
OIT083A 2

Axo je © = 1 cBu maBenenu 6pojesu cy MehycobOHo jemmaru.

Heka je 0 < x < 1. Kako je excnorneHnujanna QyHKIMja CTPOrOo MOHOTOHO omanajyha ako joj je
OCHOBa Mamwa on 1, cienm

x P T

P z®
O<z<l = 29>2">2! = 2l <2 <2®° = 2°>27 >27 = 2% <z
na je (3a 0 < x < 1) Tpaskenu pacunopen

x
T z®

T
T < gt <x

r<x

Heka je z > 1. Kako je ekcnonennujassa QyHKIUja CTPOro MOHOTOHO pactyhia ako joj je ocHOBa
Beha ox 1, caemu

l<z = 2'<2® = 2° <2 = 2% <27

na je (3a x > 1) Tpamkenu pacmopen

r<a® <2 <2t <ux

W3 ycnosa 3 3amaTka ciaenn
flab) _ fta) , $0)
ab a b’

f=)

rae je g : N — NU{0} raxsa na:

na ako je g(x) = , 3aXTeB 3aJaTKa mocraje na ce oxpene csu n € N raksu ma je g(n) = 1,

1. g(1) = 0;

1
— 3a CBakKu mPOCT OPOj p;

p

3. g(ab) = g(b) + g(a) 3a cee nmpuponse a u b.



W3 woBOTr ycmoBa 3 ciaemm ma 3a n = pjl-py? ... pp* (kaHOHCKa (arTopmsanuja 6poja n) Baxku
g(n) = arg(p1) + a2g9(p2) + ... + arg(pr), na Tpeba onpenuTn cBe N 3a Koje je
ag

« «
22y 4 E (1)
b1 b2 Pk

CBu cabupuy y mpeTxonHo]j jemHarocTu cy nosutusad, na je (Vi € {1,2,...,k}) oy < p;. Haron

MHOMKEHa UCTEe jeTHAKOCTU Ca Pi - P2 - ... - Pk, HOOUja ce jJemHAKOCT y KOjO] Cy CBU cabupuu cem

. . o

jemHOT mesLUBU ca p;, Ta U Taj cabupak (py-p2 ... Pk — ) MOpa GUTH meLUB ca p;, ma p; | o,
pi

omakie je oy > p; (3a cBako {1,2,...,k}).

Cnemu na cy csu cabupum y () jemmaku 1, ma ce y TOj jemqHAKOCTH MOjaBibyje CaMO jelaH
cabupak, OMHOCHO TpaskeHu OpojeBu cy O6pojesu obauka pP, rae je p npoct 6poj (Taurenra 44,
crp. 18, Harpanuu 3amanu, M554, pememe y Tanrentu 45, crp. 22).

Herka je cmamuBame 3a 1 cBux OpojeBe HEKe KOJIOHE IIPBa, a yABOCTPydYaBame CBUX OpojeBa

HEKe BPCTe Apyra omepanuja u HeKa ce Ha Tabiam Bpumu cienelim anropuram:

1. youm ce xonona te Tabie;

2. mpuMemyje IpBa olepalyja, HOK HAjMamU eJIeMeHT Te KoJyoHe He mocrane 1 (ckym N je
OrpaHnYeH 0N0310, I1a je 0BO Moryhe ypamuTu);

3. aKO Cy CBU €JIEMEHTH Te€ KOJOHE jelHAK:u 1, ajropmuraM ce 3aBpliaBa, a MHA4Ye Ce Ha CBe
BPCTE KOje OATroBapajy eJeMeHTUMa Te KOJIOHE KOjU CYy jemHaku 1 IpUMeHU IpyTra omepa-
nmja, a HAKOH TOTa BPATU Ha KOPak 2.

Anropuram ce 3aspmasa. 3aucta, Hajsehu 6poj y T0j KOmoHU (MOKe UX OUTHU U BUIIE) C€ HAKOH
IpBe omepalnuje cMamu 3a 1, KA0 U HAKOH IPUMEHEe KOPaKa 3 Ma 2 IPETXOAHOT aJrOPUTMa, Ia
he cBu esmemeHTH yodeHe KOJIOHE y jeAHAOM MOMEHTY mocraru jemsaku 1. [lomHoBHOM mpumeHOM
IpBe oIepaluje CBU eJIeMeHTHU Te KoJoHe nmocTtajy 0.

IIpumena npBe omeparuje HA HEKO] KOJIOHU HE MEHa €JIEMEHTE OCTAJIMX KOJIOHA Te TadJe, a mpu-
MeHa Apyre omnepalje IpupomHe OpojeBe CAMKA Y TPUPOIHE, NOK eJIeMEHTHU Koju cy jemuaku 0
ocrajy 0. Cunenu na cy HAaKOH TOPH-ED AJTOPUTMa CBU OPOjEBU APYTUX KOJOHA OCTAJIM MPUPOIHA
(ako cy 6umu npupoxau), oguocHo 0 (axo cy Ouawm 0), ma ce MOHABLAKEM AJITOPUTMA HA CBUM
KOJIOHAMa OBe Tabje mobuja tabiia y K0joj cy cBu O6pojeBu jemuaru 0.

Tpehu pazpen, b kareropuja

Buneru pememe npsor 3amgatka 3a Tpehu paspen A rareropuje.

Jennaunna un3 3amatka je medpunucana 3a x # 0.

Kaxko je (Vo)|sing| < 1, cremu na je

|L|=‘2~sin2(g)-sin2<%)‘<2-1~1.

Ha ocuoBy HejemnarkocTtu m3amely apurMeTwyke M reOMETPUjCKE HEjeTHAKOCTU, CJIeIn

1 [1
D=—+12"2 5 12=2,
T €T

IpU YeMy jelIHAKOCT BakU ako U camo ako je x2 =1, 1j. z € {—1,1}.

Kako je L = D, mopa 6utu L =D =2, 1j. = € {—1,1}. Mebyrnm, rako je

2 - sin? <%) - sin® (é) # 2+ 2. sin? <_71> . sin? (%1) ,

clem na OBa jeNHAUYMHA HeMa Dellema y CKymny peannunx opojesa (Tamrenmra 46, ctp. 20,
Harpamuu 3ananu, M591, pememe y Tanreatu 47, cTp. 19).

4 . .
IMocnenwe uerupu exune cy mehycobHo omurpasie <2> = 6 MeueBa M y HUMa je OCBOjEHO



6 -2 = 12 noena. Caru o1 OBUX IMO€HA je IPUIAO jeTHO] O IMOCIelme YeTUpu eruie. Kako
cy oue ocBojune 6 +4 + 2+ 2 = 14 moenHa, mocaeAme YETUPU EKUIE CY Y yTaKMUIAMa TPOTUB
mpBe YeTupu exune ocBojuie 14 — 12 = 2 moena, Tj. TOCIEOIH€ YETHUPHU €KUNIE TOOenuse cy
IpBe YEeTUPU EKUIle y jeIHOj YyTaKMUNIM, OJHOCHO IMOCJENhe YeTUPU E€KUIEe U3ryOuie o1 mpBe
verupu ekutie y 4-4—1 =15 yrakmuna (ykynan 6poj yTakMUIa Koje Cy MOCIeIHe YeTUDPU eKUIle
omurpasie mpotus npse verupu exune je 4 -4 = 16) (Tanrenra 49, crp. 13, Harpamau 3amanm,
M651, pememe y Tanrentn 50, ctp. 14).

x
Jennaunse n3 3anaTka Cy AePUHUCAHE 3a ?y >0, |z —y|>0wu |z —y|#1.
W3 mpyre jemnauune caema (x — 1)(y — 1) =0, omakae je x =1 num y = 1.

T
Ako je y = 1, u3 npse jemHaumse cjaemu 5 = lt — 1> = (x — 1)® = 2% — 2z + 1, onakze je

1
202 —5x+2=0,Tj. = € {5 ,2}. Mebyrtum, ako je x = 2, tana je |[x —y| = |2 — 1] = 1, na oso
HUje peIlemne.

Kako je cucrem cumerpuvan mo z u y, 3a x = 1 nobuja ce pememe y = R

1 1
Ilakme, peasmHa pemema CUCTEMA U3 33TaTKa CY (5 ,1) u (1,§> (Tamrenta 42, crp. 47,
Mpujemun ucnuru, 3amatax 13).

Bunmern pememe apyror 3amatka 3a tpehu paspem A rkareropuje.
UYerBpTH pa3pen, A kKareropuja

b
U3 a-2"+b=0-2""4a nobuja ce a-22" + (b—a)-2% — b, omarne je 2% = 1 wmm 2* = —— . Jlaxre,

a
rpadunm f 1 g UMajy TavHO IBE 3ajeIHMYKE TAdvKe akKO M caMo ako je ab < 0 m a # —b u Tana
b
cy o tauke (0,a+b) u (log2 (——) ,0).
a
Axo je n memapan (tj. n =2k + 1 3a mero k € Ny), Tana je
52+l L 192+l = 9. 9% = 9. (~1)* (mod 5)

u HEe MOKe OUTU MOTIIYH KBAAPAT, jep KBaAPaTU IpU Aejbelny ca b Mory maBaru ocrarke 0,1 mim

4.

Axo je n mapas (tj. n = 2k 3amexo k € N) u 2 = 5" +12" 3a mexo z € N, Tana je 52% = 22 —122F =
(x —12°)(x +12%). Axo 5|z —12F u 5| 2+ 127, rama 5| 2-12F = (2 4+ 12%) — (2 — 12¥), mro je
wemoryhie, na je x — 128 =1 u 24+ 12F = 5%% onaxne je 2128 = 5% —1 =25% —1 > 24% = 2k . 12F,
3ak>2cremm 2-12F > 28 .12% > 2.12% w10 je xonrpammkmmja. IIposepom, 3a k = 1 ce nobuja
pememe, Tj. n =2 je jemuHn mpupomHEM GPOj KOjU 3a70BObaBa ycaose 3amatka (52 + 122 = 132)
(Tanrenra 45, crp. 17, Harpanuu 3ananu, M570, pememe y Tanrentu 46, crp. 23).

Axo Gu cBa pemema jemHauMHEe U3 3a0aTKA (21,2, ..., T,—MMa UX N jep MOJUHOM N-TOT CTEIEHA
¥Ma 7 KOMIUIEKCHUX HyJja) Ouaum peannu OpojeBu, Tana OM Ha OCHOBY HejemHAKOCTU uaMeby
. x%—i—x%—i—...—l—xi N
apuUTMETUYKEe U I€OMETPHjCKe CpeauHe OmIIo >V
n

2 / 2 /
(T1+za+. . +z,) =2 (21224 . A Tp_12y) =0/ 225 ... 22, omHOCHO a1 —2an_2 = n-{/ a3,

IITO je Y CYIPOTHOCTHU Ca yCJIOBOM 33 JATKA.

?.23-... 22, omakue je

Heka cy A’ u B’ nomnoxja nopmana AABC u3z tauaka A u B, pemoMm, a «, (3, v oarosapajyhn
AC

AH
yraoBu tpoyriaa. Kako je AAB'H ~ NACA', cnenn A5 — A4 @ KaKo je AA" = bsiny (u3
i b
it (cumycua Teopema), ciaemqu AH = cc.osa =
bsin~y

NACA'), AB' = ccosa (u3 AABB')uc=a- -
sin
actga. Aumanoruo je BH =bctg u CH = bcetgy, na Tpeba mokazaru na je

1
ctga - ct -ct < —.
g gB-ctgy 373 (t)



