
OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 02.02.2008.

Tre�i razred , A kategorija

Neka je a ∈ R. U skupu realnih brojeva rexiti sistem1.

x + y + (1 − a)z = a,
(1 − a)x − y + z = −1,

x + (a − 1)y − z = 0.

U kupu je upisana lopta. Dokazati da je odnos povrxina kupe i lopte2.
jednak odnosu ǌihovih zapremina.

Neka je x > 0 realan broj. Odrediti poredak brojeva (sortirati po3.
veliqini)

x, xx, xxx
, xxxx

, xxxxx

.

Neka je f : N → N ∪ {0} takva da:4.

1. f(1) = 0;

2. f(p) = 1 za svaki prost broj p ;

3. f(ab) = af(b) + bf(a) za sve prirodne a i b.

Odrediti sve n za koje je f(n) = n.

U svakom poǉu table 12× 2008 upisan je po jedan prirodan broj. Jednim5.
potezom je dozvoǉeno udvostruqiti sve brojeve neke vrste ili smaǌiti
za 1 sve brojeve neke kolone. Da li se uvek posle nekog broja poteza mo�e
dobiti tablica u kojoj su svi brojevi jednaki 0?

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 02.02.2008.

Tre�i razred , B kategorija

Neka je a ∈ R. U skupu realnih brojeva rexiti sistem1.

x + y + (1 − a)z = a,
(1 − a)x − y + z = −1,

x + (a − 1)y − z = 0.

Dokazati da jednaqina2.

2 · sin2
(x

2

)
· sin2

(x

6

)
=

1
x2

+ x2

nema rexeǌa u skupu realnih brojeva.

Na koxarkaxkom turniru uqestvovalo je 8 ekipa i svaka je sa svakom3.
odigrala po jednu utakmicu. Za pobedu se dobija dva poena, a pora�ena
ekipa dobija 0 poena (nema nerexenih utakmica). Ekipe su sakupile
redom 14,12,8,8,6,4,2,2 poena. Koliko utakmica su posledǌe qetiri ekipe
izgubile od prve qetiri ekipe?

U skupu realnih brojeva rexiti sistem4.

log|x−y|
xy

2
= 2,

x + y = xy + 1.

U kupu je upisana lopta. Dokazati da je odnos povrxina kupe i lopte5.
jednak odnosu ǌihovih zapremina.

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



Kako je Re z =
5
2

i kako je ω − ω = 2i · Im ω za svako ω ∈ C, sledi 4 · Im z = 20, tj. Im z = 5.

Dakle, z = Re z + Im z =
5
2

+ 5i (Tangenta 41, str. 32, Pismeni zadaci, zadatak 5).

Jednaqina iz zadatka nije definisana za x ∈ {−2, 0, 2}.3.
Za x �= −2, 0, 2 va�i

2
x2 − 4

+
x − 4

x2 + 2x
=

1
x2 − 2x

⇔ 2x + (x − 4)(x − 2) = x + 2
⇔ x2 − 5x + 6 = 0,

a posledǌa kvadratna jednaqina ima rexeǌa x = 2 i x = 3.
Me�utim, kako jednaqina nije definisana za x = 2, jedino rexeǌe je x = 3 (Tangenta 42,
str. 42, Pismeni zadaci, zadatak 1).

Videti rexeǌe prvog zadatka za drugi razred A kategorije.4.

Ako prvi utorak u mesecu nije i prvi dan u mesecu, prvi utorak u mesecu je istovremeno5.
i prvi utorak posle prvog ponedeǉka u mesecu, pa po uslovima zadatka sledi da je prvi
utorak u prvopomenutom mesecu i prvi dan tog meseca. Analogno, u slede�em mesecu je
sreda prvi dan tog meseca.
Dakle, prvopomenuti mesec ima 7k + 1 dana (za neko k ∈ N), a kako meseci imaju 28, 29, 30
ili 31 dan, sledi da je taj mesec februar i da je godina prestupna.
Dakle, slede�i mesec je mart, a 8. mart je prva sreda posle prvog utorka u tom mesecu,
tj. Marija je 8. mart provela na Zlatiboru.

Tre�i razred , A kategorija

Kako je1.

Δ =

∣∣∣∣∣∣
1 1 1 − a

1 − a −1 1
1 a − 1 −1

∣∣∣∣∣∣ = a3 − 3a2 + 4 = (a − 2)2(a + 1),

Δx =

∣∣∣∣∣∣
a 1 1 − a
−1 −1 1
0 a − 1 −1

∣∣∣∣∣∣ = a + 0 + (a − 1)2 − a(a − 1) − 1 − 0 = 0,

Δy =

∣∣∣∣∣∣
1 a 1 − a

1 − a −1 1
1 0 −1

∣∣∣∣∣∣ = 1 + a − a2 = −(a − 2)(a + 1),

Δz =

∣∣∣∣∣∣
1 1 a

1 − a −1 −1
1 a − 1 0

∣∣∣∣∣∣ = −a3 + 2a2 + a − 2 = −(a − 2)(a + 1)(a − 1),

za a �∈ {−1, 2} va�i Δ �= 0, pa sistem za ove a ima jedno rexeǌe

(x, y, z) =
(

Δx

Δ
,
Δy

Δ
,
Δz

Δ

)
=

(
0,− 1

a − 2
,−a − 1

a − 2

)
.

Za a = 2 prva jednaqina sistema glasi x+y−z = 2, a tre�a x+y−z = 0, pa u ovom sluqaju
sistem nema rexeǌa (xto se moglo zakǉuqiti i iz toga xto je a = 2 dvostruka nula Δ, a
jednostruka Δy i Δz).
Za a = −1 sistem postaje

x + y + 2z = −1,
2x − y + z = −1,
x − 2y − z = 0.

Oduzimaǌem prve jednaqine od tre�e, odnosno dvostruke prve jednaqine od druge, dobija
se ekvivalentan sistem

x + y + 2z = −1,
− 3y − 3z = 1,
− 3y − 3z = 1,



odnosno
x + y + 2z = −1,

− 3y − 3z = 1,

odakle je (za proizvoǉno z ∈ R) y = −z − 1
3

i x = −1− y − 2z = −1 + z +
1
3
− 2z = −z − 2

3
, pa

u ovom sluqaju sistem ima beskonaqno mnogo rexeǌa
{(

−z − 2
3

,−z − 1
3

, z

)
| z ∈ R

}

(Tangenta 42, str. 39, Pismeni zadaci, zadatak 4).

Neka je r polupreqnik lopte, a R, H i s polupreqnik osnove, visina i izvodnica kupe2.
opisane oko te lopte, redom.

Izra�avaǌem povrxine osnog preseka kupe
na dva naqina, dobija se RH = (R + s)r,

odakle je
RH

r
= R+s, pa je

R2H

4r3
=

R(R + s)
4r2

,

odnosno

1
3
· R2Hπ

4
3
· r3π

=
R(R + s)π

4r2π
, tj.
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=

PK

PL
.

r
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r

·

H
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OP08 3A2

Ako je x = 1 svi navedeni brojevi su me�usobno jednaki.3.
Neka je 0 < x < 1. Kako je eksponencijalna funkcija strogo monotono opadaju�a ako joj je
osnova maǌa od 1, sledi

0 < x < 1 ⇒ x0 > xx > x1 ⇒ x1 < xxx

< xx ⇒ xx > xxxx

> xxx ⇒ xxx

< xxxxx

< xxxx

,

pa je (za 0 < x < 1) tra�eni raspored

x < xxx
< xxxxx

< xxxx

< xx.

Neka je x > 1. Kako je eksponencijalna funkcija strogo monotono rastu�a ako joj je osnova
ve�a od 1, sledi

1 < x ⇒ x1 < xx ⇒ xx < xxx ⇒ xxx

< xxxx

⇒ xxxx

< xxxxx

,

pa je (za x > 1) tra�eni raspored

x < xx < xxx

< xxxx

< xxxxx

.

Iz uslova 3 zadatka sledi4.
f(ab)

ab
=

f(a)
a

+
f(b)

b
,

pa ako je g(x) =
f(x)

x
, zahtev zadatka postaje da se odrede svi n ∈ N takvi da je g(n) = 1,

gde je g : N → N ∪ {0} takva da:

1. g(1) = 0;

2. g(p) =
1
p

za svaki prost broj p ;

3. g(ab) = g(b) + g(a) za sve prirodne a i b.



Iz novog uslova 3 sledi da za n = pα1
1 · pα2

2 · . . . · pαk

k (kanonska faktorizacija broja n) va�i
g(n) = α1g(p1) + α2g(p2) + . . . + αkg(pk), pa treba odrediti sve n za koje je

α1

p1
+

α2

p2
+ . . . +

αk

pk
= 1. (‡)

Svi sabirci u prethodnoj jednakosti su pozitivni, pa je (∀i ∈ {1, 2, . . . , k}) αi � pi. Nakon
mno�eǌa iste jednakosti sa p1 · p2 · . . . · pk, dobija se jednakost u kojoj su svi sabirci sem
jednog deǉivi sa pi, pa i taj sabirak (p1 · p2 · . . . · pk · αi

pi
) mora biti deǉiv sa pi, pa pi | αi,

odakle je αi � pi (za svako {1, 2, . . . , k}).
Sledi da su svi sabirci u (‡) jednaki 1, pa se u toj jednakosti pojavǉuje samo jedan
sabirak, odnosno tra�eni brojevi su brojevi oblika pp, gde je p prost broj (Tangenta 44,
str. 18, Nagradni zadaci, M554, rexeǌe u Tangenti 45, str. 22).

Neka je smaǌivaǌe za 1 svih brojeve neke kolone prva, a udvostruqavaǌe svih brojeva5.
neke vrste druga operacija i neka se na tabli vrxi slede�i algoritam:

1. uoqi se kolona te table;

2. primeǌuje prva operacija, dok najmaǌi element te kolone ne postane 1 (skup N je
ograniqen odozdo, pa je ovo mogu�e uraditi);

3. ako su svi elementi te kolone jednaki 1, algoritam se zavrxava, a inaqe se na sve
vrste koje odgovaraju elementima te kolone koji su jednaki 1 primeni druga opera-
cija, a nakon toga vrati na korak 2.

Algoritam se zavrxava. Zaista, najve�i broj u toj koloni (mo�e ih biti i vixe) se nakon
prve operacije smaǌi za 1, kao i nakon primene koraka 3 pa 2 prethodnog algoritma, pa
�e svi elementi uoqene kolone u jednaom momentu postati jednaki 1. Ponovnom primenom
prve operacije svi elementi te kolone postaju 0.

Primena prve operacije na nekoj koloni ne meǌa elemente ostalih kolona te table, a pri-
mena druge operacije prirodne brojeve slika u prirodne, dok elementi koji su jednaki 0
ostaju 0. Sledi da su nakon gorǌeg algoritma svi brojevi drugih kolona ostali prirodni
(ako su bili prirodni), odnosno 0 (ako su bili 0), pa se ponavǉaǌem algoritma na svim
kolonama ove table dobija tabla u kojoj su svi brojevi jednaki 0.

Tre�i razred , B kategorija

Videti rexeǌe prvog zadatka za tre�i razred A kategorije.1.

Jednaqina iz zadatka je definisana za x �= 0.2.
Kako je (∀ϕ)| sin ϕ| � 1, sledi da je

|L| =
∣∣∣2 · sin2

(x

2

)
· sin2

(x

6

)∣∣∣ � 2 · 1 · 1.

Na osnovu nejednakosti izme�u aritmetiqke i geometrijske nejednakosti, sledi

D =
1
x2

+ x2 �
√

1
x2

· x2 = 2,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je x2 = 1, tj. x ∈ {−1, 1}.
Kako je L = D, mora biti L = D = 2, tj. x ∈ {−1, 1}. Me�utim, kako je

2 · sin2

(
1
2

)
· sin2

(
1
6

)
�= 2 �= 2 · sin2

(−1
2

)
· sin2

(−1
6

)
,

sledi da ova jednaqina nema rexeǌa u skupu realnih brojeva (Tangenta 46, str. 20,
Nagradni zadaci, M591, rexeǌe u Tangenti 47, str. 19).

Posledǌe qetiri ekipe su me�usobno odigrale
(

4
2

)
= 6 meqeva i u ǌima je osvojeno3.



6 · 2 = 12 poena. Svaki od ovih poena je pripao jednoj od posledǌe qetiri ekipe. Kako
su one osvojile 6 + 4 + 2 + 2 = 14 poena, posledǌe qetiri ekipe su u utakmicama protiv
prve qetiri ekipe osvojile 14 − 12 = 2 poena, tj. posledǌe qetiri ekipe pobedile su
prve qetiri ekipe u jednoj utakmici, odnosno posledǌe qetiri ekipe izgubile od prve
qetiri ekipe u 4 ·4−1 = 15 utakmica (ukupan broj utakmica koje su posledǌe qetiri ekipe
odigrale protiv prve qetiri ekipe je 4 · 4 = 16) (Tangenta 49, str. 13, Nagradni zadaci,
M651, rexeǌe u Tangenti 50, str. 14).

Jednaqine iz zadatka su definisane za
xy

2
> 0, |x − y| > 0 i |x − y| �= 1.4.

Iz druge jednaqine sledi (x − 1)(y − 1) = 0, odakle je x = 1 ili y = 1.

Ako je y = 1, iz prve jednaqine sledi
x

2
= |x − 1|2 = (x − 1)2 = x2 − 2x + 1, odakle je

2x2 − 5x + 2 = 0, tj. x ∈
{

1
2

, 2
}
. Me�utim, ako je x = 2, tada je |x − y| = |2 − 1| = 1, pa ovo

nije rexeǌe.

Kako je sistem simetriqan po x i y, za x = 1 dobija se rexeǌe y =
1
2

.

Dakle, realna rexeǌa sistema iz zadatka su
(

1
2

, 1
)

i
(

1,
1
2

)
(Tangenta 42, str. 47,

Prijemni ispiti, zadatak 13).

Videti rexeǌe drugog zadatka za tre�i razred A kategorije.5.

Qetvrti razred , A kategorija

Iz a ·2x + b = b ·2−x +a dobija se a ·22x +(b−a) ·2x − b, odakle je 2x = 1 ili 2x = − b

a
. Dakle,1.

grafici f i g imaju taqno dve zajedniqke taqke ako i samo ako je ab < 0 i a �= −b i tada

su to taqke (0, a + b) i
(

log2

(
− b

a

)
, 0

)
.

Ako je n neparan (tj. n = 2k + 1 za neko k ∈ N0), tada je2.

52k+1 + 122k+1 ≡ 2 · 22k ≡ 2 · (−1)k (mod 5)

i ne mo�e biti potpun kvadrat, jer kvadrati pri deǉeǌu sa 5 mogu davati ostatke 0,1 ili
4.
Ako je n paran (tj. n = 2k za neko k ∈ N) i x2 = 5n+12n za neko x ∈ N, tada je 52k = x2−122k =
(x − 12k)(x + 12k). Ako 5 | x − 12k i 5 | x + 12k, tada 5 | 2 · 12k = (x + 12k) − (x − 12k), xto je
nemogu�e, pa je x− 12k = 1 i x+12k = 52k, odakle je 2 · 12k = 52k − 1 = 25k − 1 > 24k = 2k · 12k.
Za k � 2 sledi 2 · 12k > 2k · 12k > 2 · 12k, xto je kontradikcija. Proverom, za k = 1 se dobija
rexeǌe, tj. n = 2 je jedini prirodni broj koji zadovoǉava uslove zadatka (52 + 122 = 132)
(Tangenta 45, str. 17, Nagradni zadaci, M570, rexeǌe u Tangenti 46, str. 23).

Ako bi sva rexeǌa jednaqine iz zadatka (x1, x2, . . . , xn–ima ih n jer polinom n-tog stepena3.
ima n kompleksnih nula) bili realni brojevi, tada bi na osnovu nejednakosti izme�u

aritmetiqke i geometrijske sredine bilo
x2

1 + x2
2 + . . . + x2

n

n
� n

√
x2

1 · x2
2 · . . . · x2

n , odakle je

(x1+x2+. . .+xn)2−2·(x1x2+. . .+xn−1xn) � n· n

√
x2

1 · x2
2 · . . . · x2

n , odnosno a2
n−1−2an−2 � n· n

√
a2
0,

xto je u suprotnosti sa uslovom zadatka.

Neka su A′ i B′ podno�ja normala �ABC iz taqaka A i B, redom, a α, β, γ odgovaraju�i4.

uglovi trougla. Kako je �AB′H ∼ �ACA′, sledi
AH

AB′ =
AC

AA′ , a kako je AA′ = b sin γ (iz

�ACA′), AB′ = c cos α (iz �ABB′) i c = a · sin γ

sinα
(sinusna teorema), sledi AH =

bc cos α

b sin γ
=

a ctg α. Analogno je BH = b ctg β i CH = b ctg γ, pa treba dokazati da je

ctg α · ctg β · ctg γ � 1
3
√

3
. (†)


