
REXEƫA ZADATAKA
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28.01.2006.

Prvi razred – A kategorija

Na koliko naqina se 3 topa mogu postaviti na xahovsku tablu1.

dimenzija 6 × 2006 tako da se uzajamno ne tuku (tj. dva topa se
ne mogu istovremeno na�i u istoj vrsti ili istoj koloni)?

RexeƬe: Prvi top se na tablu moжe postaviti na bilo koje poƩe,
dakle na 6 ·2006 naqina. Slede�i top se moжe postaviti na neko
od poƩa koja se ne nalaze u istoj vrsti ili koloni sa prethodno
ve� postavƩenim topom. Drugim reqima “precrtamo” zabra-
Ƭenu kolonu i vrstu i postavimo drugi top na novodobijenu
xahovsku tablu dimenzija 5 × 2005, to se moжe uraditi na 5 ·
2005 naqina. Sliqno, posledni top se moжe postaviti na 4 ·
2004 naqina. Poredak stavƩaƬa topova nije bitan, dakle ista
pozicija se pojavƩuje 3! = 6 puta. Konaqan odgovor je

(6 · 2006 · 5 · 2005 · 4 · 2004) : 6 = 20 · 2006 · 2005 · 2004.

Napomena: RexeƬe se moжe formulisati na vixe naqina. Npr.
mogu�e je izabrati 3 kolone i nezavisno 3 vrste u kojima �e
se topovi nalaziti, to se moжe izvesti na

(
2006

3

)
·
(
6
3

)
naqina.

U izabrane kolone i vrste se topovi mogu postaviti na 3! = 6
naqina itd.

Odredi najve�i zajedniqki delilac brojeva 22006 − 1 i 22004 − 1.2.

RexeƬe: NZD zadanih brojeva je i delilac Ƭihove razlike
22006 − 22004 = 22004(22 − 1) = 22004 · 3. Poxto su zadati broje-
vi neparni, ostaje da se proveri da li je NZD 1 ili 3. Lako se
dokazuje da je 22n − 1 uvek deƩiv sa 3. Zaista, 22n − 1 = 4n − 1
pa to sledi npr. iz identiteta xn − 1 = (x− 1)(xn−1 + . . .+x+1).
Taqan odgovor je NZD = 3.

Zbir 49 prirodnih brojeva jednak je 999. Na�i najve�u mogu�u3.
vrednost Ƭihovog najve�eg zajedniqkog delioca. (M388)

RexeƬe: Neka je d najve�i zajedniqki delilac tih 49 prirodnih
brojeva. Tada vaжi

d | 999 = 33 · 37

i kako mora biti d 6
999
49 < 21, sledi d ∈ {1, 3, 9}. Vrednost 9

se moжe posti�i, npr.

9 + 9 + · · · + 9
︸ ︷︷ ︸

48

+567 = 999



i tada je NZD(9, 9, . . . , 9, 567) = 9.

Odrediti uglove jednakokrakog trougla u kome je duжina sime-4.
trale ugla na osnovici jednaka dvostrukoj duжini visine koja
odgovara osnovici. (M362)

RexeƬe: Neka je △ABC (slika 1) posmatrani jednakokraki
trougao, CC1 Ƭegova visina koja odgovara osnovici AB, AA1

simetrala ugla A i α mera uglova na osnovici.
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Slika 1.
Oznaqimo sa D sredixte duжi BA1. Tada je C1D sredn-

ja linija △ABA1, pa je C1D = AA1

2 i C1D ‖ AA1, odakle je
∢BC1D = ∢BAA1 = α

2 . Po uslovu zadatka je AA1 = 2 · CC1,
pa je na osnovu prethodnog CC1 = C1D. Prema tome, △CC1D
je jednakokrak, pa je ∢DCC1 = ∢CDC1 = 900 − α, odakle je
∢CC1D = 2α. Kako je ∢CC1D + ∢DC1B = 2α + α

2 = 900, za-
kƩuqujemo da je α = 360, tj. uglovi u △ABC su 360, 360 i 1080.

Moжe li se jednakostraniqni trougao podeliti na 2006 jed-5.
nakostraniqnih trouglova? (M327)

RexeƬe: ProizvoƩni trougao uvek moжemo podeliti na n2 po-
dudarnih trouglova (slika 2) (1 + 3 + 5 + · · · + (2n− 1) = n2).

Slika 2.
Odgovaraju�im spajaƬem po 4 ili 9 takvih trouglova dobi-

jamo tako�e trougao sliqan polaznom, a ukupan broj trouglova
se umaƬuje za 3, odnosno 8. Kako je 452 − 2 · 8− 1 · 3 = 2025− 19 =
2006, zakƩuqujemo da je mogu�e proizvoƩni trougao podeliti
na 2006 trouglova koji su mu sliqni.
(Napomena: Postoje i mnoga druga rexeƬa!)
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Odrediti broj devetocifrenih brojeva deƩivih sa 225, kod ko-1.
jih su sve cifre razliqite a cifra stotina im je 7.

(Tan36, str. 26)

RexeƬe: Uoqimo da je 225 = 25 · 9. Iz deƩivosti sa 25 zakƩuqu-
jemo da su posledƬe dve cifre traжenog broja 00, 25, 50 ili 75.
Sluqaj 00 nije mogu� jer sve cifre moraju biti razliqite, kao
(iz istih razloga) ni sluqaj 75 jer je cifra stotina 7. Traжeni
broj je deƩiv sa 9 i svih devet cifara su mu razliqite. Poxto
je 0 + 1 + 2 + . . . + 9 = 45, izbacivaƬem jednog od ovih brojeva
se dobija broj deƩiv sa 9 samo ako je izbaqeni broj ili 0 ili
9. Ako je izbaqena cifra 0, posledƬe tri cifre moraju biti
725 a preostale cifre se mogu izabrati na 6! naqina. Ako je
izbaqena cifra 9, onda su mogu�a oba sluqaja 25 i 50 pa dakle
ima 2 · 6! ovakvih brojeva. Konaqan odgovor je 3 · 6!.

Na koliko naqina se 3 topa mogu mogu postaviti na xahovsku2.

tablu dimenzija 6×2006 tako da se uzajamno ne tuku (tj. dva topa
se ne mogu istovremeno na�i u istoj vrsti ili istoj koloni)?

RexeƬe: Videti rexeƬe istog zadatka za prvi razred u A kat-
egoriji (zadatak 1.).

Neka je S = {a, b, c}. Koliko ima funkcija f : S → S za koje vaжi3.

f(f(x)) = x za svako x ∈ S?

RexeƬe 1: Uslov zadataka kaжe da ako je f(x) = y za neke ele-
mente x i y da onda vaжi i f(y) = x. Funkcija “identitet”
tj. funkcija koja zadovoƩava uslov da je f(x) = x za svaki x je
jedno rexeƬe. Za svako drugo rexeƬe se mogu na�i x 6= y takvi
da je f(x) = y i f(y) = x. Ako je npr. {x, y} = {a, b} onda je
f(c) = c. Sliqno, ako je {x, y} = {b, c} onda je f(a) = a i ako je
{x, y} = {c, a} onda je f(b) = b. Odavde sledi da ima ukupno 4
takve funkcije.

RexeƬe 2: Dokaжimo najpre da je funkcija f bijekcija. Ako je
f(x) = f(y) za neke x, y ∈ S, onda je x = f(f(x)) = f(f(y)) = y.
Ovim smo dokazali da je funkcija ”1–1”. Funkcija f je i ”na”
poxto se za svaki x ∈ S dobija kao slika od f(x) (zato xto vaжi
f(f(x)) = x. Postoji 3! = 6 bijekcija skupa S i to su

f1 =

(
a b c
a b c

)

f2 =

(
a b c
a c b

)

f3 =

(
a b c
b a c

)



f4 =

(
a b c
b c a

)

f5 =

(
a b c
c a b

)

f6 =

(
a b c
c b a

)

Od navedenih samo funkcije f1, f2, f3 i f6 zadovoƩavaju zadati
uslov. Traжenih funkcija dakle ima 4.

Na�i sve ure�ene parove realnih brojeva (x, y) koji zadovol-4.
javaju jednaqine (M324)

|x+ y − 4| = 5, |x− 3| + |y − 1| = 5.

RexeƬe: Iz datog sistema sledi da je |x+y−4| = |x−3+y−1| =
|x − 3| + |y − 1|, a ovo je taqno samo ako su x − 3 i y − 1 istog
znaka. Dakle, rexeƬa treba traжiti u oblastima D1 = {(x, y) |
x > 3, y > 1} i D2 = {(x, y) | x 6 3, y 6 1}.
U oblasti D1 sistem je ekvivalentan jednaqini x+y−4 = 5, pa
je skup rexeƬa u toj oblasti R1 = {(x, y) | y = 9 − x, 3 6 x 6 8}.
U oblasti D2 sistem je ekvivalentan jednaqini x+y = −1, pa je
skup rexeƬa u ovoj oblasti R2 = {(x, y) | y = −1−x, −2 6 x 6 3}.
Dakle, skup rexeƬa polaznog sistema je R = R1 ∪R2.

Zbir 49 prirodnih brojeva jednak je 999. Na�i najve�u mogu�u5.

vrednost Ƭihovog najve�eg zajedniqkog delioca. (M388)

RexeƬe: Videti rexeƬe istog zadatka za prvi razred u A kate-
goriji (zadatak 3.).


