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NP KABHO TAKMUYEILE 13 MATEMATHURE
YUEHUWKA CPEIILUX IITKOJIA, 29.03.2008.

ITpBu pa3pen, A rareropuja

1. OgpenuTy Ha KOJMKO HAUYWHA Ce€ MOTY u3abparu npupomsu OpojeBu a,
b u ¢ Tako ma BasKuU:

1° a<b<c<b2; 2° @ menu c; 3° b menu c;
4° @ m b HUCY HOeUBU KBAIpPATOM IPUpOTHOTr Opoja Beher om 1;
5° C jecTe meJbUB KBAIApPaTOM TIpupomHOT Opoja Beher on 1.

2. Y rmpoyray ABC je <ABC = 45° u <CAB = 15°. Hera je M rTaura
— —

Ha nmonyupasoj BC takBa ma je BM =3 - BC. Oagpemutu yrioBe TPOyTiaa

ABM.

2008 __ $2007

3. OmpemuTu ocTarak Mpu HeHEHYy MOJIUHOMA, T — 3z + 4 monu-

HomoMm (z — 1)3.

4. Oro tpoyraa ABC omucatu jemnakoctpanudan tpoyrao PQR uajsehe
voryhie nyskume crpanune (APQR je onucan oko AABC ako je A € QR,
B € RP, C e PQ).

5. Ilorazaruy ma mocrToju mpuponaH 6poj n TakaB ma je 6poj 2p™ +3 ciaoxken
3a CBaKWU MpPOCT OPOj p.

IlpBu pa3pen, b kareropuja
1. Hera cy a u b npupoman 6pojesu. okazaru ma je 6poj (a + b)® — a®
nemus 6pojem a’ + ab + b>.
2. Ilokazaru ma je 6poj 3195 + 4195 nemxus ca 49 - 181.

3. Heka je P tauka y yayrpammoctu ANABC, taksa na je <PAC = <PBC.
Hera cy M u K nommoskja mopmadtia u3 tauke P ua crpanune BC u AC,
pexoMm. Axo je D cpemumre crpanune AB, mokazaru na je DK = DM.

4. Buneru npyru 3amarak 3a npBu paszpen A kareropuje.

5. Kameran je nobuo 3anarak ma pacnopeau 12 BojHuKa (pPasiuuuTux 0
BUCHHU) Y 3 BpCTe 1O 4 BOJHUKA, TAKO Aa Cy ucnymeHu cuaexehwu yciaosu:

1° cBaku BOJHUK je HWKM O CBUX BOJHUKA KOJU Ce HaJase usa mera (y
OCTAJIMM BPCTaMa);

2° cBaKM BOJHUK je HIDKU OJ CBUX BOJHUKA KOJU Ce Haja3e IAECHO O Hera
(v merosoj BpcTn);

3° y mocnensm0j BPCTU ce Hajasze 4 HajBUINA BOjJHUKA.

Ha roamko HaumHa KAmeTaH TO MOYKE yUMHUTH !
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PEIMMEIHLA 3AINATAKA NP KABHOTI TAKMMYEILEILA N3
MATEMATHUARE YYEHUKA CPEIILNX MIKOJIA, 29.03.2008.

ITpBu pa3pen, A rareropuja

1. Kako je ¢ memmBO KBAIpaTOM IPUPOTHOT Opoja, ¢ MOKEe OUTHU jemaH O
Opojesa:
4,8,9,12,16, 18,20, 24, 25,27, 28, 32, 36, 40, 44, 45, 48, 49, 50,

Tj. ¢ je miu obmmka p* (rme je p mpoct 6poj u k > 2) mim obmmka p~ - ¢!

(rme ¢y p,q mpoctu 6pojesu, k,I € N u max{k,l} > 2). Baucra, ako Ou
c mMao Bap 3 mpocTa (pakTopa M OMO IeLUB Cca KBaapaToM, Tama ou (3a
Heke mpocre p,q,r, Heke k,l,m € N, max{k,l;m} > 2 u N € N) 6uno
c=p" ¢ -rm-N>22.3.5-1=60.

1° Axo je ¢ obauka p*, rme je p mpoct 6poj (To cy 6pojesu 4,8,9,16,25,
27,32,49) no ycaosuma 3amatka Mopa 6utu ¢ = 1 u b = p (mro je camo
1 moryhuoct 3a u36op), tj. cBaka ox 8 moryhiHoCTH 32 ¢ jeAHO3HAUHO
onpebyje a u b.

2° Axo je ¢ obmuxa p* - ¢!, rme cy p mu ¢ mpoctu 6pojesu (To cy ocramm
4
OpojeBu), Tana ce a u b Mory uszabpaTu Ha 2) = 6 mauuna (Gupa

ce 2 Gpoja oxn 6pojesa 1, p, ¢ u pg — a je mamu ox Ta 2 Gpoja), Tj.
cBaka ox 11 moryhuocrm 3a ¢ maje 6 pazmuuntux MoryhraocTH 3a a

u b.

Hagrne, Tpasxkenux nzbopa uma 8 -1+ 116 = 74.

2. Heka je N mommo:kje HOpMAJeE
w3 M wa AC. Tama je <MNC =
90°, <NCM = 15° 4+ 45° = 60° u
<CMN = 30°, ma je CM =2-CN,
1j. ABCN u ABMN cy jemnako-
kparku. Kako je <ABN = <BAN =
15°, u AABN je jenHakokpakru,
na je N meHTap ONUCAHOT KpyTra
tpoyrna ABM (NA=NB=NM). IIP 08 1A 2

Haxne, <BAM = %-<IBNM = %~(30°+90°) =60°, <BMA = %-QANB =
75° u <ABM =180° — <«BAM — <BMA = 45°.

3. Hexra je A(z) = 2209 — 22997 _ 34+ 4. AnreGapckum TpanchopMammjama
ce mobuja

A(z) = 22008 22007 35434 1= (z—1) (x20°7 _ 3) 1
( ) [(x2007 _ 1) _ 2} 1

z—1
= (-1 [(z-1) (@ +22 +. . +24+1)-2]+1 (M)
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Heka je B(x) = 22006 4+ 22095 4 4 2 + 1. Tomunom B(z) npu mememy
ca x — 1, ma ocuoBy BGesyose teopeme, maje ocrarak B(1l) = 2007. Cuenu
B(z) = (z — 1)Q(z) + 2007, 3a mexu Q € Rlz]. YspwrasameM mocienme
jemnarocTu y (#), mobuja ce

Az) = (z — 1)*Q(x) +2007(x — 1)* = 2(x — 1) + 1.

Taxse, Tpasenn octatak je 2007(zx—1)2—2(z—1)+1 = 2007 2* —4016 z+2010.

4. Jlema. Hexa cy mawke Ay, B1,Cy maxee da cy NACBA;, NACB,, NABC}
JEOHAKOCTPAHUNHY U HEMAfy 3ajeOrudKkur yrympawnus mavakae ca NABC u
04,0p,0¢c, pedom, nuxosu uewmpu. Tada je NOAOgO¢c jednarocmparuuan.

Zoxas. Hera Ry, o3HauaBa poTanujy ca HeHTpoM y Tauku X 3a yrao
o, a S, cumerpujy y omHocy Ha npaBy x. Kako je OpB = 04C, OgC =
OpA, OcA = OcB nu <BO,C = <COpA = <AO¢B = 120°, caemn na
je Ro, 1200 © Rog,1200 © RO, 1200 MUPEKTHA M30METPUjCKa TPaHC()OpMAIy-
ja ca ¢urcrom TaukoM B (Ro, 1200 © Rop,1200 © Rog 1200 (B) = Ro 41200 ©
Roy,1200(A) = Ro,1200(C) = B), na je to poranuja ca ueHrpoMm y B 3a
yrao 120° + 120° + 120° = 360°, 1j. wumenturer. Omnasme ciemu ma je
Rop,1200 © Roe 1200 = Rgi,mo =Ro4 2400

Hexka je z mpasa oxpebena taukama Op u Oc¢, y1 = Roy,—600 U Y2 =
Rog.600- Tanma je Rog 1200 © Rog,1200 = Sy, 0S8z 08,08y, = Sy, 08y, =
R x 2400, Tae je X mpecedHa Tadyka IPaBUX Y1 4 Y2, Tj. Tadka TakBa Ja je
AXOpO¢ MO3UTHUBHO OPUjEHTUCAH je THAKOCTPAHUYAH TPOYrao (opujeHTu-
can <(y1,y2) je 120°, ma je yrao ose poraunuje 240°).

Cnemt Ro, 2400 = Ro 4 2400, onakie je Oy = X, na je AO,OpO¢ jennaro-
CTpAHUYAH.

Hanomena. Tpoyrao O,O0pO¢ je nosuar u kao Hanoaeowos mpoyzao.

P08 1A 4-1 P 08 1A 4-2

Ananusza. Hera cy Oy, Op,Oc nepunucane kao y gemu. Kako je <BPC =
60°, cienn na tauka P nmpunaja reOMETPH)CKOM MECTy Tadaka y DaBHU U3
rojux ce myk BC Bumm mon yraom 60°, Tj. kpyskaOM snykry BC ca meHTpOM
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Oa, woju je Banm AABC. Amasorno, tauke (Q mu R mpumanajy Epy:KHAM
ayroBuma CA u AB, penom, ca nearpuma y Op u O¢, penoM.

Herka je Tauka P Ha IyKy /B@ Hera cy Taure () mu R mpeceune Tauke
npasa PC u PB u nykoBa CA u AB, pemom. Kako je <RPQ = <PRA =
IPRA = 60°, cnemm na je Q — A— R u na je APQR jenmakoctpanudan,
ma Tpeba ompemuTu 3a Kojy Taury P € BC ce mobuja Tpoyrao najsehe
CTpaHUIE.

Heka cy D u F cpemumra ny:xu CP u CQ, pemom. Tana je CP =2-CD
u CQ = 2-CE. Opasne je PQ = 2-(CD+ DE) = 2- DE. Kaxko je
rpane3 OpO4DE upasoyrau (IpaBa Koja Claja HEHTPE KPyra U TETUBE je
HopmasiHa Ha TetuBy) ca <OaDE = <DEOg = 90°, cnenu Oo0p > DE.
Hakne, PQ je najseha rana je OqOp = DE, 1j. kana je PQ | OaOp. U3
neme caequ na je rana u QR || OpOc u RP || OcO 4.

Konempyruyuja.  Herka cy Oa,0Op,0c koOHCTpyucaHe kKao y JjeMu (KO-
HCTPYWULLY C€ jeIHAKOCTPAHWYHY TPOYIUIOBY HA CTPAHULAMA TPOYTia (BaH
TPOYIJIA), & 3aTUM BUXOBU NEHTPU) U HEKA CY NPaBEe 04,05, 0c NPaBE KOje
canpxe A, B, C u koje cy napainemte ca OgOc,OcO4,040p, penom. Tana
je P=ogNoc, Q=0cNos, R=04No0g.

Jloxaz. KOpeKTHOCT KOHCTPYKIUj€e CIIeqU U3 aHAJM3E.

Jucxkycuja. CBakm KOpak KOHCTPYKIHje je JOOPO Ne(UHUCAH U je IMHCTBEH,
ma 3a cBaku AABC mocToju je IMHCTBEHO pellewne.

5. IIpoctu 6pojeBu Behim o 5 ce 3aBpmasajy HexkoMm on rudapa 1,3,7,9, na
ce BUXOBU YETBPTU CTeleHW 3asprmasajy mudppom 1. Cremu ma je nudpa
jemumuma Gpoja 2p* +3, 3a p £ 2 u p # 5, jemHaka 5, ma je OH HEBUB Ca
5 (a xaro je u Behu on 5, caemu ma je osaj 6poj caosken). Ilposepom, u
6pojeB 2-2* +3=35=5-Tu2-5*4+3=1253 =7-179 cy cnoxenu.
Iakme 3a n = 4 u npousBoman npocTt 6poj p, 6poj 2p" + 3 je cioxkew.
Hanomena. Kpahe, 3a (p,5) =1 (1j. 3a p # 5) je p* =1 (mod 5), omaxe
je 2p* +3 = 0 (mod 5) (mro y3 2p* + 3 > 5) mosnaun na je 6poj 2p* + 3
CJIO/KEH.

IlpBu pa3pen, b kareropuja
1. Kako je

(a+0)° —a

[(a+0)° +a°] - [(a+b)° ~a”]
[(a+0)+a]-[(a+b) ~a(a+8)+a’] - [(a+)° ~a’]
— (> +ab+b) - (2a+b)- [(a+b)®—d?],

cienu TBpbheme 3amarka.

2. Kako je 37 = 2187 = 45-49 — 18 = —18 (mod 49) u 47 = 16384 =
334 -49 4 18 = 18 (mod 49), cuenu

310544105 — (31)° 1 (47) "7 = (—18)15 4 (18)" = —185 418" =0 (mod 49).
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Kaxo je 3° = 243 = 181+ 62 = 62 (mod 181) u 4° = 1024 = 6-181 — 62 = —62
(mod 181), cnenn

3105 44105 — (39)%' 4 (4%)*" = (62)* +(=62)2" = 622" =622 =0 (mod 181).

Hakme, 6poj 3105 +419 je nemus u ca 49 u ca 181, ma kako je (49,181) = 1,
crenn na je nemus u ca 49 - 181 (Tanmrenta 46, ctp. 40, [Tucmenn 3ananm,
3amarTak b).

3. Hera cy F u F cpemumra nysxu AP u BP, penom. Tanma je E
cpequmre xunorenyse mpasoyrior AAPK, na je A = KE = PE n

1
<PEK = 2-<PAC. DF je cpemma nmuuauja AABP, na je DF = i-AP = PE.

Amnagnorno, F' cpemumre xunorenyse npasoyriaor APBM, na je MF =
PF = BF u <PFM = 2-<PBC. DFE je cpemwa auauja NABP, na je
DE = % -BP = PF.

Cnemu na je uerBopoyrao DEPF
napaJsieaorpam, u <DEP = <DFP,
na je AKED = ADFM (CYC,
KE = PE = DF, DE = PF =
MF, «<DEK = <PFEK + <DEP =
2. qPAC + <DEP = 2 -<PBC +
<DFP = <«PFM + <DFP =
<DFM), onakne je DK = DM. TP 08153

4. Bugeru pememe Opyror 3anarTka 3a OpBU paspen A kareropuje.

5. Hera cy Bojuunm osmauvenu 6pojeBuma ox 1 no 12 nmo Bucusm (Tako na
je 1 majumwsu, a 12 majsumm). Ha ocmoBy ycaosa 2° u 3° caenu ma cy y
nocaenwno] speru Bojuuim 9,10,11,12 (1 1O TUM pemom cieBa Ha OECHO).
Kako je BojHuk 8 HajBumu on nmpecTaJux BOJHUKA OH MODa na Oyzxe y Ipy-
roj BpCTH ,,CKpO3 mecHo” (36or ycaosa ycaosa 1° u 2°). Kako je Bojuux 1
HAJHWEN OH he Mopatu ma Oyzxe y mpBOj BPCTH ,,CKpO3 jeBo” (360r ycioBa
T 7 7 7
yeaosa 1° u 2°). Iawue, pacmopen BojHuKa je obmuka ¢ 7 7 8 .
9 10 11 12
Heka rameran mocraB/ba ocTajie BOJHUKE MO BUCUHU, MMOYEB O HAJHUKET.
Heka je cBakom pacmoperny BOjHUKA mqonaesbeH ¢GopMmanaHu 30up oOImKa
141+1+1+14+1+1, rme m360p 3HAKA + UCOPEN i-T€ jeOAUHUIE OICO-

6
Bapa MOCTaBJ/bAKBY ¢-TOI BOJHUKA HA MPBO CJIOOOMTHO MECTO y IPBOM peny,

a — [oCTaB/bawy i-TOT BOJHUKA Ha IPBO CIOOOMHO MECTO Y APYIOM pPeLy
(ma oBakas mauun Ouhe ucnymen ycaos 2°). Kako je u y npBoMm u y apy-
rom pexy ciaobomuo 3 mecta, 30upy Mopa oaroBapaTtu u3bop 3 3HaKa + u

. 6
3 3Haka — (Tj. He BuIIe OX 5 u3bopa), y3 OrpaHuyeme Ja ce He MOyKe

MMOCTABUTHU BOJHUK HA MECTO ¥ APYIOj KOJOHU AKO je MEeCTO ,,u3Han MIPa3HO
(na 6u 6uo ucHymeH yciaos 1°), oqHOCHO 36up GpojeBa IO i-TOI MECTa YBEK
MOpa OUTU HEHEraTUBAH.
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Ako je 30up 6pojeBa y HEKOM TPEHYTKY HEraTUBAH ¥ jeJHOM MOMEHTY MOpa
Ooutu jemHak —1, a HA OCHOBY MApPHOCTU CJEON Ha CE TO MOKE MECUTU Ha
uiau nocse tpehe mau mocise mere jemunwume. Ako je 36up mocse Tpehe
jemuuurie —1, Tana je Ha MpBa aBa MecTa m3abpaH 3HAK —, a HA MPEoCcTaia
4 ce mpousBosmHO pacnopebyjy 3 3maka + u jeman —, Tj. OBaKBuUX uzbopa

nMa (3) Amnasoruno, ako je 36up mocie mere jenuHuie —1, Tama je Ha

nmocjenma ABa MecTa m3abpaH 3HaK +, a Ha mpeocrtaja 4 ce TPOU3BOJHHO
. . . 4

pacmopebyjy 3 3maka — u jemad +, Tj. OBakBUX m3bopa mma (3 . Meby-

TUM, HI30BU KOJ KOjUX Ccy u 30up mocise rpehe u 36up nocsie mere jeauauie
jemaaxku —1 cy ypauyHartu y oba nperxomgna 6pojama. Tama je Ha mpBa aBa
MecTa m3abpaH —, Ha OCJIEAmA B +, & Ha IPEeoCcTaja ABa Ce IPOU3BOJFHO

2
pacmopebyjy jeman + u jeman —, Tj. OBaKBUX HU30Ba MMa (1)

Korauno, 13 nperxonHor cienu na je TpameHU Opoj pa3MemTama

0-10-0)-))-

Hanomena. Bpoj muzosa u3 pemema 3anatka je Kamanaanoe 6poj Cy = 14

1 2
(Karananos 6poj je C, = i ( n) 3a n € N). 36or ,manor” Gpoja
n n

pemema, 0o pemema ce Moxke nohwu u ,,rpybom cusnom”. CBu pacnopenu
cy:

1 2 3 4 12 3 5 1 2 3 6 1 2 3 7
5 6 7 8 4 6 7 8 4 5 7 8 4 5 6 8
9 10 11 12 9 10 11 12 9 10 11 12 9 10 11 12
1 2 4 5 1 2 4 6 1 2 4 7 1 2 5 6
3 6 7 8 3 5 7 8 3 5 6 8 3 4 7 8
9 10 11 12 9 10 11 12 9 10 11 12 9 10 11 12
1 2 5 7 13 4 5 1 3 4 6 1 3 4 7
3 4 6 8 2 6 7 8 2 5 7 8 2 5 6 8
9 10 11 12 9 10 11 12 9 10 11 12 9 10 11 12

13 5 6 1 3 5 7

2 4 7 8 2 4 6 8

9 10 11 12 9 10 11 12

Ipyru pa3spen, A kareropuja

1. Kako je (n,n+1)=1u (n+1,n+2) =1, cienu (n+ 1,n(n+2)) = 1,
mnajemmn+1l=22unn+2) =y’ mwmn+1=—-22un(n+2)=—y?3a
Here x,y € Np.

1° Aro je n(n+2) = 9%, caems (n+1)> —1=n(n+2)=y* majey=0
uln+1 =1, tj. ne€{-2,0}.

2° Ako je n(n +2) = —2, cremn (n+1)2 =1 = n(n +2) = —y%, 1j.
(n+1)*+y =1, majemmy=1lu|n+1|=0uwmy=0wu [n+1| =1,

Tj. n € {~2,—1,0}.



