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DR�AVNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 29.03.2008.

Prvi razred , A kategorija

1. Odrediti na koliko naqina se mogu izabrati prirodni brojevi a,
b i c tako da va�i:

1◦ a < b < c < 52; 2◦ a deli c; 3◦ b deli c;

4◦ a i b nisu deǉivi kvadratom prirodnog broja ve�eg od 1;

5◦ c jeste deǉiv kvadratom prirodnog broja ve�eg od 1.

2. U trouglu ABC je �ABC = 45◦ i �CAB = 15◦. Neka je M taqka
na polupravoj BC takva da je

−−→
BM = 3 · −−→BC. Odrediti uglove trougla

ABM .

3. Odrediti ostatak pri deǉeǌu polinoma x2008 − x2007 − 3x + 4 poli-
nomom (x − 1)3.

4. Oko trougla ABC opisati jednakostraniqan trougao PQR najve�e
mogu�e du�ine stranice (�PQR je opisan oko �ABC ako je A ∈ QR,
B ∈ RP , C ∈ PQ).

5. Dokazati da postoji prirodan broj n takav da je broj 2pn+3 slo�en
za svaki prost broj p.

Prvi razred , B kategorija

1. Neka su a i b prirodni brojevi. Dokazati da je broj (a + b)6 − a6

deǉiv brojem a2 + ab + b2.

2. Dokazati da je broj 3105 + 4105 deǉiv sa 49 · 181.

3. Neka je P taqka u unutraxǌosti �ABC, takva da je �PAC = �PBC.
Neka su M i K podno�ja normala iz taqke P na stranice BC i AC,
redom. Ako je D sredixte stranice AB, dokazati da je DK = DM .

4. Videti drugi zadatak za prvi razred A kategorije.

5. Kapetan je dobio zadatak da rasporedi 12 vojnika (razliqitih po
visini) u 3 vrste po 4 vojnika, tako da su ispuǌeni slede�i uslovi:

1◦ svaki vojnik je ni�i od svih vojnika koji se nalaze iza ǌega (u
ostalim vrstama);

2◦ svaki vojnik je ni�i od svih vojnika koji se nalaze desno od ǌega
(u ǌegovoj vrsti);

3◦ u posledǌoj vrsti se nalaze 4 najvixa vojnika.

Na koliko naqina kapetan to mo�e uqiniti?
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REXEǋA ZADATAKA DR�AVNOG TAKMIQEǋEǋA IZ

MATEMATIKE UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 29.03.2008.

Prvi razred , A kategorija

1. Kako je c deǉivo kvadratom prirodnog broja, c mo�e biti jedan od
brojeva:

4, 8, 9, 12, 16, 18, 20, 24, 25, 27, 28, 32, 36, 40, 44, 45, 48, 49, 50,

tj. c je ili oblika pk (gde je p prost broj i k � 2) ili oblika pk · ql

(gde su p, q prosti brojevi, k, l ∈ N i max{k, l} � 2). Zaista, ako bi
c imao bar 3 prosta faktora i bio deǉiv sa kvadratom, tada bi (za
neke proste p, q, r, neke k, l,m ∈ N, max{k, l,m} � 2 i N ∈ N) bilo
c = pk · ql · rm · N � 22 · 3 · 5 · 1 = 60.

1◦ Ako je c oblika pk, gde je p prost broj (to su brojevi 4,8,9,16,25,
27,32,49) po uslovima zadatka mora biti a = 1 i b = p (xto je samo
1 mogu�nost za izbor), tj. svaka od 8 mogu�nosti za c jednoznaqno
odre�uje a i b.

2◦ Ako je c oblika pk · ql, gde su p i q prosti brojevi (to su ostali

brojevi), tada se a i b mogu izabrati na
(

4
2

)
= 6 naqina (bira

se 2 broja od brojeva 1, p, q i pq – a je maǌi od ta 2 broja), tj.
svaka od 11 mogu�nosti za c daje 6 razliqitih mogu�nosti za a
i b.

Dakle, tra�enih izbora ima 8 · 1 + 11 · 6 = 74.

2. Neka je N podno�je normale
iz M na AC. Tada je �MNC =
90◦, �NCM = 15◦ + 45◦ = 60◦ i
�CMN = 30◦, pa je CM = 2 · CN ,
tj. �BCN i �BMN su jednako-
kraki. Kako je �ABN = �BAN =
15◦, i �ABN je jednakokraki,
pa je N centar opisanog kruga
trougla ABM (NA = NB = NM).

A B

C

M

N
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Dakle, �BAM =
1
2
·�BNM =

1
2
· (30◦ + 90◦) = 60◦, �BMA =

1
2
·�ANB =

75◦ i �ABM = 180◦ − �BAM − �BMA = 45◦.
3. Neka je A(x) = x2008 −x2007 −3x+4. Algebarskim transformacijama
se dobija

A(x) = x2008 − x2007 − 3x + 3 + 1 = (x − 1)
(
x2007 − 3

)
+ 1

= (x − 1)
[(

x2007 − 1
)− 2

]
+ 1

= (x − 1)
[
(x − 1)

(
x2006 + x2005 + . . . + x + 1

)− 2
]
+ 1. (♠)



46

Neka je B(x) = x2006 + x2005 + . . . + x + 1. Polinom B(x) pri deǉeǌu
sa x − 1, na osnovu Bezuove teoreme, daje ostatak B(1) = 2007. Sledi
B(x) = (x − 1)Q(x) + 2007, za neki Q ∈ R[x]. Uvrxtavaǌem posledǌe
jednakosti u (♠), dobija se

A(x) = (x − 1)3Q(x) + 2007(x − 1)2 − 2(x − 1) + 1.

Dakle, tra�eni ostatak je 2007(x−1)2−2(x−1)+1 = 2007x2−4016x+2010.

4. Lema. Neka su taqke A1, B1, C1 takve da su �CBA1,�ACB1,�ABC1

jednakostraniqni i nemaju zajedniqkih unutraxǌih taqaka sa �ABC i
OA, OB , OC , redom, ǌihovi centri. Tada je �OAOBOC jednakostraniqan.

Dokaz. Neka RX,α oznaqava rotaciju sa centrom u taqki X za ugao
α, a Sx simetriju u odnosu na pravu x. Kako je OAB = OAC, OBC =
OBA, OCA = OCB i �BOAC = �COBA = �AOCB = 120◦, sledi da
je ROA,120◦ ◦ ROB ,120◦ ◦ ROC ,120◦ direktna izometrijska transformaci-
ja sa fiksnom taqkom B (ROA,120◦ ◦ ROB ,120◦ ◦ ROC ,120◦(B) = ROA,120◦ ◦
ROB ,120◦(A) = ROA,120◦(C) = B), pa je to rotacija sa centrom u B za
ugao 120◦ + 120◦ + 120◦ = 360◦, tj. identitet. Odavde sledi da je
ROB ,120◦ ◦ ROC ,120◦ = R−1

OA,120◦ = ROA,240◦ .

Neka je x prava odre�ena taqkama OB i OC , y1 = ROC ,−60◦ i y2 =
ROB ,60◦ . Tada je ROB ,120◦ ◦ ROC ,120◦ = Sy2 ◦ Sx ◦ Sx ◦ Sy1 = Sy2 ◦ Sy1 =
RX,240◦ , gde je X preseqna taqka pravih y1 i y2, tj. taqka takva da je
�XOBOC pozitivno orijentisan jednakostraniqan trougao (orijenti-
san �(y1, y2) je 120◦, pa je ugao ove rotacije 240◦).

Sledi ROA,240◦ = ROA,240◦ , odakle je OA ≡ X, pa je �OAOBOC jednako-
straniqan.

Napomena. Trougao OAOBOC je poznat i kao Napoleonov trougao.
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Analiza. Neka su OA, OB , OC definisane kao u lemi. Kako je �BPC =
60◦, sledi da taqka P pripada geometrijskom mestu taqaka u ravni iz
kojih se du� BC vidi pod uglom 60◦, tj. kru�nom luku B̂C sa centrom
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OA, koji je van �ABC. Analogno, taqke Q i R pripadaju kru�nim
lukovima ĈA i ÂB, redom, sa centrima u OB i OC , redom.
Neka je taqka P na luku B̂C. Neka su taqke Q i R preseqne taqke
prava PC i PB i lukova ĈA i ÂB, redom. Kako je �RPQ = �PRA =
�PQA = 60◦, sledi da je Q − A − R i da je �PQR jednakostraniqan,
pa treba odrediti za koju taqku P ∈ B̂C se dobija trougao najve�e
stranice.
Neka su D i E sredixta du�i CP i CQ, redom. Tada je CP = 2 · CD
i CQ = 2 · CE. Odavde je PQ = 2 · (CD + DE) = 2 · DE. Kako je
trapez OBOADE pravougli (prava koja spaja centre kruga i tetive je
normalna na tetivu) sa �OADE = �DEOB = 90◦, sledi OAOB � DE.
Dakle, PQ je najve�a kada je OAOB = DE, tj. kada je PQ ‖ OAOB. Iz
leme sledi da je tada i QR ‖ OBOC i RP ‖ OCOA.
Konstrukcija. Neka su OA, OB , OC konstruisane kao u lemi (ko-
nstruixu se jednakostraniqni trouglovi nad stranicama trougla (van
trougla), a zatim ǌihovi centri) i neka su prave oA, oB , oC prave koje
sadr�e A,B,C i koje su paralelne sa OBOC , OCOA, OAOB, redom. Tada
je P = oB ∩ oC , Q = oC ∩ oA, R = oA ∩ oB.
Dokaz. Korektnost konstrukcije sledi iz analize.
Diskusija. Svaki korak konstrukcije je dobro definisan i jedinstven,
pa za svaki �ABC postoji jedinstveno rexeǌe.

5. Prosti brojevi ve�i od 5 se zavrxavaju nekom od cifara 1,3,7,9, pa
se ǌihovi qetvrti stepeni zavrxavaju cifrom 1. Sledi da je cifra
jedinica broja 2p4 + 3, za p �= 2 i p �= 5, jednaka 5, pa je on deǉiv sa
5 (a kako je i ve�i od 5, sledi da je ovaj broj slo�en). Proverom, i
brojevi 2 · 24 + 3 = 35 = 5 · 7 i 2 · 54 + 3 = 1 253 = 7 · 179 su slo�eni.
Dakle za n = 4 i proizvoǉan prost broj p, broj 2pn + 3 je slo�en.
Napomena. Kra�e, za (p, 5) = 1 (tj. za p �= 5) je p4 ≡ 1 (mod 5), odakle
je 2p4 + 3 ≡ 0 (mod 5) (xto uz 2p4 + 3 > 5) povlaqi da je broj 2p4 + 3
slo�en.

Prvi razred , B kategorija

1. Kako je

(a + b)6 − a6 =
[
(a + b)3 + a3

] · [(a + b)3 − a3
]

= [(a + b) + a] · [(a + b)2 − a(a + b) + a2
] · [(a + b)3 − a3

]
=

(
a2 + ab + b2

) · (2a + b) · [(a + b)3 − a3
]

,

sledi tvr�eǌe zadatka.

2. Kako je 37 = 2187 = 45 · 49 − 18 ≡ −18 (mod 49) i 47 = 16 384 =
334 · 49 + 18 ≡ 18 (mod 49), sledi

3105 +4105 =
(
37
)15

+
(
47
)15 ≡ (−18)15 +(18)15 = −1815 +1815 = 0 (mod 49).
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Kako je 35 = 243 = 181+62 ≡ 62 (mod 181) i 45 = 1024 = 6 ·181−62 ≡ −62
(mod 181), sledi

3105 +4105 =
(
35
)21

+
(
45
)21 ≡ (62)21 +(−62)21 = 6221−6221 = 0 (mod 181).

Dakle, broj 3105 +4105 je deǉiv i sa 49 i sa 181, pa kako je (49, 181) = 1,
sledi da je deǉiv i sa 49 · 181 (Tangenta 46, str. 40, Pismeni zadaci,
zadatak 5).

3. Neka su E i F sredixta du�i AP i BP , redom. Tada je E
sredixte hipotenuze pravouglog �APK, pa je AE = KE = PE i

�PEK = 2·�PAC. DF je sredǌa linija �ABP , pa je DF =
1
2
·AP = PE.

Analogno, F sredixte hipotenuze pravouglog �PBM , pa je MF =
PF = BF i �PFM = 2 · �PBC. DE je sredǌa linija �ABP , pa je

DE =
1
2
· BP = PF .

Sledi da je qetvorougao DEPF
paralelogram, i �DEP = �DFP ,
pa je �KED ∼= �DFM (SUS,
KE = PE = DF , DE = PF =
MF , �DEK = �PEK + �DEP =
2 · �PAC + �DEP = 2 · �PBC +
�DFP = �PFM + �DFP =
�DFM), odakle je DK = DM .
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4. Videti rexeǌe drugog zadatka za prvi razred A kategorije.

5. Neka su vojnici oznaqeni brojevima od 1 do 12 po visini (tako da
je 1 najni�i, a 12 najvixi). Na osnovu uslova 2◦ i 3◦ sledi da su u
posledǌoj vrsti vojnici 9,10,11,12 (i to tim redom sleva na desno).
Kako je vojnik 8 najvixi od prestalih vojnika on mora da bude u dru-
goj vrsti ,,skroz desno” (zbog uslova uslova 1◦ i 2◦). Kako je vojnik 1
najni�i on �e morati da bude u prvoj vrsti ,,skroz levo” (zbog uslova

uslova 1◦ i 2◦). Dakle, raspored vojnika je oblika
1 ? ? ?
? ? ? 8
9 10 11 12

.

Neka kapetan postavǉa ostale vojnike po visini, poqev od najni�eg.
Neka je svakom rasporedu vojnika dodeǉen formalni zbir oblika
1±1 ± 1 ± 1 ± 1 ± 1 ± 1︸ ︷︷ ︸

6

, gde izbor znaka + ispred i-te jedinice odgo-

vara postavǉaǌu i-tog vojnika na prvo slobodno mesto u prvom redu,
a − postavǉaǌu i-tog vojnika na prvo slobodno mesto u drugom redu
(na ovakav naqin bi�e ispuǌen uslov 2◦). Kako je i u prvom i u dru-
gom redu slobodno 3 mesta, zbiru mora odgovarati izbor 3 znaka + i

3 znaka − (tj. ne vixe od
(

6
3

)
izbora), uz ograniqeǌe da se ne mo�e

postaviti vojnik na mesto u drugoj koloni ako je mesto ,,iznad” prazno
(da bi bio ispuǌen uslov 1◦), odnosno zbir brojeva do i-tog mesta uvek
mora biti nenegativan.
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Ako je zbir brojeva u nekom trenutku negativan u jednom momentu mora
biti jednak −1, a na osnovu parnosti sledi da se to mo�e desiti na
ili posle tre�e ili posle pete jedinice. Ako je zbir posle tre�e
jedinice −1, tada je na prva dva mesta izabran znak −, a na preostala
4 se proizvoǉno raspore�uju 3 znaka + i jedan −, tj. ovakvih izbora

ima
(

4
3

)
. Analogno, ako je zbir posle pete jedinice −1, tada je na

posledǌa dva mesta izabran znak +, a na preostala 4 se proizvoǉno

raspore�uju 3 znaka − i jedan +, tj. ovakvih izbora ima
(

4
3

)
. Me�u-

tim, nizovi kod kojih su i zbir posle tre�e i zbir posle pete jedinice
jednaki −1 su uraqunati u oba prethodna brojaǌa. Tada je na prva dva
mesta izabran −, na posledǌa dva +, a na preostala dva se proizvoǉno

raspore�uju jedan + i jedan −, tj. ovakvih nizova ima
(

2
1

)
.

Konaqno, iz prethodnog sledi da je tra�eni broj razmextaǌa(
6
3

)
−
[(

4
3

)
+
(

4
3

)
−
(

2
1

)]
= 14.

Napomena. Broj nizova iz rexeǌa zadatka je Katalanov broj C4 = 14

(Katalanov broj je Cn =
1

n + 1
·
(

2n

n

)
za n ∈ N). Zbog ,,malog” broja

rexeǌa, do rexeǌa se mo�e do�i i ,,grubom silom”. Svi rasporedi
su:

1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12

1 2 3 5
4 6 7 8
9 10 11 12

1 2 3 6
4 5 7 8
9 10 11 12

1 2 3 7
4 5 6 8
9 10 11 12

1 2 4 5
3 6 7 8
9 10 11 12

1 2 4 6
3 5 7 8
9 10 11 12

1 2 4 7
3 5 6 8
9 10 11 12

1 2 5 6
3 4 7 8
9 10 11 12

1 2 5 7
3 4 6 8
9 10 11 12

1 3 4 5
2 6 7 8
9 10 11 12

1 3 4 6
2 5 7 8
9 10 11 12

1 3 4 7
2 5 6 8
9 10 11 12

1 3 5 6
2 4 7 8
9 10 11 12

1 3 5 7
2 4 6 8
9 10 11 12

Drugi razred , A kategorija

1. Kako je (n, n + 1) = 1 i (n + 1, n + 2) = 1, sledi (n + 1, n(n + 2)) = 1,
pa je ili n + 1 = x2 i n(n + 2) = y2 ili n + 1 = −x2 i n(n + 2) = −y2 za
neke x, y ∈ N0.

1◦ Ako je n(n + 2) = y2, sledi (n + 1)2 − 1 = n(n + 2) = y2, pa je y = 0
i |n + 1| = 1, tj. n ∈ {−2, 0}.

2◦ Ako je n(n + 2) = −y2, sledi (n + 1)2 − 1 = n(n + 2) = −y2, tj.
(n+1)2 + y2 = 1, pa je ili y = 1 i |n+1| = 0 ili y = 0 i |n+1| = 1,
tj. n ∈ {−2,−1, 0}.


