
OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 28.02.2009.

Qetvrti razred , A kategorija

(a) Dokazati da za y � 2 va�i 2ey > y3 + 4.1.

(b) Dokazati da je funkcija f : (0,∞) → R, definisana sa

f(x) = ln
(

ex + 1
x − 1

)

konveksna.

U nepravouglom trouglu ABC, taqka H je ortocentar, a taqke D, E i F2.
su podno�ja visina iz temena A, B i C, redom. Neka je X presek pravih
AH i EF , a Y preseqna taqka kru�nica opisanih oko trougla AHC i
EBC, razliqita od C. Dokazati da su taqke C, X i Y kolinearne.

Odrediti posledǌe dve cifre broja 22p

+ 1, gde je p prost broj.3.

Neka je ε = cos
2π

3
+ i · sin 2π

3
. Odrediti sve polinome p sa celobrojnim4.

koeficijentima, za koje va�i

1◦ p(x) = p(εx) za svako x ∈ C;

2◦ p(1) = 2001;

3◦ p(2) = 2009.

Odrediti najve�i mogu�i broj lovaca koji se mogu smestiti na xahovsku5.
tablu dimenzija 7 × 7, tako da svaki od ǌih napada parno mnogo drugih
lovaca.

Napomena. Lovac napada figuru ako se nalaze na istoj (ne nu�no glavnoj)
dijagonali i ako se izme�u ǌih ne nalazi jox neka figura.

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 28.02.2009.

Qetvrti razred , B kategorija

Odrediti sve vrednosti realnog parametra a, tako da jednaqina1.

x3 − 3x2 − 9x = a

ima tri realna i me�usobno razliqita rexeǌa.

Data je zarubǉena kupa u koju se mo�e upisati lopta. Povrxina omo-2.
taqa te zarubǉene kupe je qetiri puta ve�a od razlike povrxina osnova.
Odrediti odnos zapremina lopte i zarubǉene kupe.

Neka je niz (xn)n∈N definisan sa x1 = 1, x2 = 2, x3 = 3 i xn+3 = xn+2 −3.
xn+1 + xn za n ∈ N. Neka je

S =
∞∑

n=1

xn

3n
=

x1

31
+

x2

32
+

x3

33
+

x4

34
+ . . . .

Dokazati da je broj S konaqan i izraqunati ga.

Neka je P povrxina trougla, a R polupreqnik ǌegove opisane kru�nice.4.
Dokazati da va�i nejednakost

P � 3
√

3R2

4
.

Kada se u prethodnoj nejednakosti dosti�e jednakost?

Odrediti sve vrednosti realnog parametra a za koje je skup rexeǌa5.
nejednaqine

logx+a

(
x2 + a2

)
� 2

konaqan.

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



1◦ Ako je p ∈ (1, 2 ], tada je p − 1 > 0, pa jednaqina ima bar jedno pozitivno rexeǌe ako

i samo ako je
2 +

√
(2 − p)(p + 3)
p − 1

> 0 ⇔ 2 +
√

(2 − p)(p + 3) > 0, xto je taqno.

2◦ Ako je p ∈ [−3, 1), tada je p− 1 < 0, pa jednaqina ima bar jedno pozitivno rexeǌe ako

i samo ako je
2 −√ (2 − p)(p + 3)

p − 1
> 0 ⇔ 2 −

√
(2 − p)(p + 3) < 0 ⇔ 4 < (2 − p)(p + 3) ⇔

(p − 1)(p + 2) < 0, xto je taqno ako je p ∈ (−2, 1).

Dakle, polazna jednaqina ima bar jedno rexeǌe ako i samo ako je p ∈ (−2, 1)∪ {1}∪ (1, 2 ] =
(−2, 2 ] (Tangenta 51, str. 49, Pismeni zadaci, zadatak 1).

Neka je a = 1 i neka je kocka smextena u koordinatni sistem, tako da su
−−→
AB,

−−→
AD i4. −−→

AA1 jediniqni vektori x, y i z ose, redom. U ovom koordinatnom sistemu je P
(

1
2 , 0, 0

)
,

Q
(
1, 1

2 , 0
)
, R

(
1, 1, 1

3

)
,
−−→
PQ =

(
1
2 , 1

2 , 0
)
,
−→
PR =

(
1
2 , 1, 1

3

)
,
−−→
PQ ×−→

PR =
(

1
6 ,− 1

6 , 1
4

)
, pa je ravan koja

sadr�i taqke P , Q i R 2x− 2y + 3z = 1. Ova ravan sadr�i taqke R1

(
0, 0, 1

3

)
i D1(0, 1, 1), pa

kako je presek dve neparalelne ravni prava, sledi da je preseqna figura kocke i ravni
PQR petougao PQRD1R1.

Kako je petougao simetriqan u odnosu na ra-
van koja sadr�i taqke B, B1, D, D1, sledi da
je ǌegov obim O = |−−→PQ|+ 2 · |−−→QR|+ 2 · |−−→RD1| =√

1
4

+
1
4

+ 0+2 ·
√

0 +
1
4

+
1
9

+2 ·
√

1 + 0 +
4
9

=
√

2
2

+
√

13.

Ako je ϕ ugao izme�u ravni PQR i xy-ravni,

tada je cosϕ =
(0, 0, 1) · (2,−2, 3)

‖(0, 0, 1)‖ · ‖(2,−2, 3)‖ =
3√
17

.

Ako su P i P ′ povrxina neke figure i ǌene
projekcije na neku ravan, redom, i pritom ϕ
ugao izme�u ravni u kojoj se nalazi figura
i ravni u koju se projektuje,

B1

A1

A B

C

D1

D

C1

P

Q

R

R1
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tada je
P

P ′ =
1

cosϕ
. Kako se petougao iz zadatka projekcijom na xy-ravan projektuje u

petougao APQCD i va�i P (APQCD) = 1 − P (�PBQ) =
7
8

, sledi da je P (APQCD) =
7
8

cosϕ
=

7
√

17
24

.

Homotetija sa centrom u A i koeficijentom a slika jediniqnu kocku u kocku ivice a. Kako
je odnos du�ina slike i originala jednak koeficijentu homotetije, a odnos povrxina
slike i originala jednak kvadratu koeficijenta homotetije, sledi da je obim petougla

APQCD jednak a ·
(√

2
2

+
√

13

)
, a povrxina a2 · 7

√
17

24
.

Videti rexeǌe prvog zadatka za tre�i razred A kategorije.5.

Qetvrti razred , A kategorija

Neka je g(x) = 2ey − y3 − 4. Funkcija g je dobro definisana i beskonaqno puta diferenci-1.
jabilna na [ 2,∞). Pritom je g′(y) = 2ey − 3y2, g′′(y) = 2ey − 6y, g′′′(y) = 2ey − 6. Koriste�i
e2 > 6, redom sledi:

- g′′′(y) � 2e2 − 6 > 0, tj. funkcija g′′ je rastu�a na [ 2,∞);

- g′′(2) � 2e2 − 12 > 0; kako je g′′ je rastu�a na [ 2,∞), sledi da je g′′(y) > 0 za y ∈ [ 2,∞),
pa je funkcija g′ rastu�a na [ 2,∞);
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- g′(2) � 2e2 − 12 > 0; kako je g′ je rastu�a na [ 2,∞), sledi da je g′(y) > 0 za y ∈ [ 2,∞),
pa je funkcija g rastu�a na [ 2,∞);

- g(2) � 2e2 − 12 > 0; kako je g je rastu�a na [ 2,∞), sledi da je g(y) > 0 za y ∈ [ 2,∞).
Odavde se neposredno dobija tvr�eǌe prvog dela zadatka.

Funkcija f je korektno definisana i dva puta diferencijabilna na (0,∞), pa je za
drugi deo zadatka dovoǉno pokazati da je f ′′(x) > 0 (za x ∈ (0,∞)). Na (0,∞) je

f ′(x) =
ex+ 1

x ·
(

1 − 1
x2

)
ex+ 1

x − 1
i

f ′′(x) =

[
ex+ 1

x ·
(

1 − 1
x2

)2

+ ex+ 1
x · 2

x3

]
·
(
ex+ 1

x − 1
)
− ex+ 1

x ·
(

1 − 1
x2

)
· ex+ 1

x ·
(

1 − 1
x2

)
(
ex+ 1

x − 1
)2

=
ex+ 1

x(
ex+ 1

x − 1
)2 ·

[
ex+ 1

x ·
(

1 − 1
x2

)2

+ ex+ 1
x · 2

x3
−
(

1 − 1
x2

)2

− 2
x3

− ex+ 1
x ·
(

1 − 1
x2

)2
]

=
ex+ 1

x(
ex+ 1

x − 1
)2 ·

[
ex+ 1

x · 2
x3

− 1 +
2
x2

− 2
x3

− 1
x4

]
.

Kako je
ex+ 1

x(
ex+ 1

x − 1
)2 > 0, dovoǉno je dokazati da je izraz u posledǌoj zagradi pozitivan.

Kako je x +
1
x

� 2 za x ∈ (0,∞), koriste�i nejednakost prvog dela zadatka, posledǌe sledi
iz

ex+ 1
x · 2

x3
− 1 +

2
x2

− 2
x3

− 1
x4

>

[(
x +

1
x

)3

+ 4

]
· 1
x3

− 1 +
2
x2

− 2
x3

− 1
x4

=
5
x2

+
2
x3

+
2
x4

+
1
x6

> 0.

Prava CY je radikalna osa opisanih krugova �AHC i �EBC, pa je dovoǉno dokazati da2.
X ima istu potenciju u odnosu na ove krugove. Potencija taqke X odnosu na krug opisan
oko �AHC je XA ·XH, a u odnosu na krug opisan oko �BCE je XE ·XF (krug opisan oko
�BCE je krug nad preqnikom BC i sadr�i taqku F , jer je �BEC = �BFC = 90◦). Kako
je qetvorougao AFHE tetivan (�AFH = �HEA = 90◦), iz potencije taqke X u odnosu na
opisani krug ovog qetvorougla, sledi XE ·XF = XA ·XH (Tangenta 54, str. 20, Nagradni
zadaci, M754).

A B

C

D

E

F

H
X

Y

OK09 4A2
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Drugo rexeǌe. Neka je I inverzija sa centrom u C i polupreqnikom
√

CA · CE =
√

CD · CB
(jer je qetvorougao ABDE tetivan (�BEA = �BDA = 90◦), a proizvod pod korenom je
potencija taqke C u odnosu na opisani krug qetvorougla ABDE). Kako je i qetvorougao
AFHE tetivan (�AFH = �HEA = 90◦), sledi CE ·CA = CF ·CH, pa je I(A) = E, I(B) = D,
I(F ) = H. Sledi da I slika pravu EF u opisani krug �AHC, a pravu AH u opisani krug
�CEF (odnosno opisani krug �CEB).
Dakle, taqka X (presek pravih EF i AH) sa I se slika u Y (presek odgovaraju�ih kru-
gova), pa su taqke X, Y i centar inverzije (C) kolinearne.

Treba odrediti ostatak broja x = 22p

+ 1 pri deǉeǌu 100, tj. pri deǉeǌu sa 4 i pri3.
deǉeǌu sa 25. Kako je 2p > 1, sledi 4 | 22p

, pa je x ≡ 1 (mod 4).
Ako je p > 2 prost broj, on je neparan. Neka je p = 2k + 1 (k ∈ N). Sledi 2p = 22k+1 ≡
2 · 4k ≡ 2 · (−1)k (mod 5), pa je 2p ≡ 2 (mod 5) ako je k parno, odnosno 2p ≡ 3 (mod 5) ako je
k neparno. Tako�e je 2p ≡ 0 (mod 4), pa je ili 2p ≡ 12 (mod 20) ili 2p ≡ 8 (mod 20) (po
kineskoj teoremi o ostacima, prethodni sistemi jednaqina imaju jedinstveno rexeǌe u
sistemu ostataka po modulu 20).
Na osnovu Ojlerove teoreme je 220 ≡ 1 (mod 25) (va�i (2, 25) = 1), pa je

ili x ≡ 22p

+ 1 ≡ 212 + 1 = 4 097 ≡ 22 (mod 25)
ili x ≡ 22p

+ 1 ≡ 28 + 1 = 257 ≡ 7 (mod 25).

Poxto je i x ≡ 1 (mod 4), ako je p > 2 va�i ili x ≡ 97 (mod 100) ili x ≡ 57 (mod 100) (po
kineskoj teoremi o ostacima, prethodni sistemi jednaqina imaju jedinstveno rexeǌe u
sistemu ostataka po modulu 100).
Dakle, ako je p neparan prost broj, ostatak pri deǉeǌu x sa 100 jednak je ili 57 ili 97
ili 17 (ovo u sluqaju p = 2), odakle se dobija odgovor na pitaǌe zadatka.

Neka je p(x) =
k∑

n=0

anxn (k = deg p). Iz uslova je p(x) = p(εx) = p(ε2x) (za svako x ∈ C), pa je4.

p(x) =
1
3
·

k∑
n=0

anxn(1 + εn + ε2n) =
∑
3|n

0�n�k

anxn

(jer je 1 + εn + ε2n = 0 ako 3 � n, odnosno 1 + εn + ε2n = 3 ako 3 | n).
Za cele m, n i k ∈ N0 va�i m3 − n3 | m3k − n3k, pa sledi m3 − n3 | p(m) − p(n), odakle
23 − 13 = 7 | p(2) − p(1) = 8, xto je nemogu�e.
Dakle, ne postoji polinom sa navedenim osobinama.

Videti rexeǌe petog zadatka za tre�i razred A kategorije.5.

Qetvrti razred , B kategorija

Funkcija f : R → R, definisana sa f(x) = x3 − 3x2 − 9x, je diferencijabilna na R i va�i1.
f ′(x) = 3x2−6x−9 = 3(x+1)(x−3), pa strogo raste na (−∞,−1) i na (3,∞), a strogo opada na
(−1, 3). Na svakom intervalu stroge monotonosti f mo�e uzimati fiksnu vrednost najvixe
jednom, pa je broj rexeǌa jednaqine f(x) = a najvixe 3 i jednak je 3 ako ova jednaqina
ima po jedno rexeǌe na svakom od intervala monotonosti. Kako je lim

x→−∞ f(x) = −∞,

f(−1) = 5, f(3) = −27, lim
x→∞ f(x) = ∞, sledi da je f(−∞,−1) = (−∞, 5), f(−1, 3) = (−27, 5),

f(3,∞) = (−27,∞), pa jednaqina f(x) = a ima tri razliqita rexeǌa ako i samo ako je
a ∈ (−27, 5) (Tangenta 52, str. 44, Pismeni zadaci, zadatak 1).

Neka je r polupreqnik maǌe, a R poupreqnik ve�e osnovice kupe i α =
r

R
. Neka je s2.

izvodnica, a h visina kupe. Osni presek kupe je jednakokraki trapez u koji se mo�e upisati
kru�nica. Kako su kraci tog trapeza s, a du�ine osnovica 2r i 2R, sledi 2s = 2r + 2R,
tj. s = r + R. Iz podatka o povrxini omotaqa sledi 4(R2 − r2)π = (R + r)sπ = (R + r)2π,

odakle je 4(R − r) = R + r, tj. α =
3
5

. Iz Pitagorine teoreme je h2 = s2 − (R − r)2 =

(R + r)2 − (R − r)2 = 4rR = 4R2α.
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Polupreqnik lopte upisane u kupu jednak je
polovini visine kupe (trapeza), pa je ǌena

zapremina VL =
4
3
·(R√

α
)3

π =
4R3π

3
·α3

2 . Za-

premina kupe je VK =
hπ

3
· (R2 + Rr + r2) =

2R3π

3
· √α · (1 + α + α2). Konaqno,

VL

VK
=

4R3π

3
· α3

2

2R3π

3
· √α · (1 + α + α2)

=
2α

1 + α + α2
=

30
49

(Tangenta 54, str. 45, Pismeni zadaci, za-
datak 1).

R − r

s = r + Rh

OK 09 4B2

Iz veze kojom je definisan niz se dobija x4 = 2, x5 = 1, x6 = 2, x7 = 3, x8 = 2. Indukcijom3.
je xn+4 = xn za svako n ∈ N. Zaista, baza indukcije je sadr�ana u gorǌam raqunu. Neka
je tvr�eǌe taqno za sve qlanove niza qiji je indeks ne ve�i od n + 4 (n � 3). Tada je
xn+5 = xn+4 − xn+3 + xn+2 = xn − xn−1 + xn−2 = xn+1. Dakle, va�i x2k = 2 za svako k ∈ N;
x4k+1 = 1 za svako k ∈ N0; x4k+3 = 3 za svako k ∈ N0.

Red iz zadatka je red sa pozitivnim qlanovima, pa je mogu�e permutovati ǌegove qlanove.

Kako je
∞∑

k=0

qk =
1

1 − q
za |q| < 1 (zbir geometrijske progresije), sledi

S =
∞∑

n=1

xn

3n
= 1 ·

∞∑
k=0

1
34k+1

+ 2 ·
∞∑

k=1

1
32k

+ 3 ·
∞∑

k=0

1
34k+3

=
(

1 +
1
3

)
·

∞∑
k=0

1
34k+1

+ 2 ·
∞∑

k=1

1
32k

=
4
3
· 1
3
· 1
1 − 1

34

+ 2 · 1
9
· 1
1 − 1

9

=
4
9
· 81
80

+
2
9
· 9
8

=
7
10

.

Videti rexeǌe tre�eg zadatka za drugi razred A kategorije.4.

Ako je a = 0, za svako x > 0, x �= 1 va�i logx x2 = 2, pa je (u ovom sluqaju) x ∈ (0, 1) ∪ (1,∞)5.
skup rexeǌa nejednaqine (i on je beskonaqan).

Neka je a �= 0. Nejednaqina ima smisla za x ∈ (−a, 1 − a) ∪ (1 − a,∞).

1◦ Ako je x ∈ (−a, 1 − a), tada je 0 < x + a < 1, a polazna nejednaqina je ekvivalentna sa
x2 + a2 � (x + a)2, odnosno sa 0 � ax. Ako je a > 0 rexeǌa su x ∈ [ 0,∞)∩ (−a, 1− a), pa
za 1− a > 0 nejednaqina ima beskonaqno mnogo rexeǌa, dok za 1− a � 0 nema rexeǌa.
Ako je a < 0 rexeǌa su x ∈ (−∞, 0 ]∩ (−a, 1− a) = ∅, pa za ovakve vrednosti parametra
a nema rexeǌa.

2◦ Ako je x ∈ (1 − a,∞), tada je 1 < x + a, a polazna nejednaqina je ekvivalentna sa
x2 + a2 � (x+ a)2, odnosno sa 0 � ax. Ako je a > 0 rexeǌa su x ∈ (−∞, 0 ]∩ (1− a,∞), pa
za 1− a < 0 nejednaqina ima beskonaqno mnogo rexeǌa, dok za 1− a � 0 nema rexeǌa.
Ako je a < 0 rexeǌa su x ∈ [ 0,∞) ∩ (1 − a, +∞) = (1 − a,∞) (tj. u ovom sluqaju ima
beskonaqno mnogo rexeǌa).

Iz 1◦ sledi da polazna nejednaqina ima beskonaqno mnogo rexeǌa ako je a ∈ (0, 1). Iz 2◦

sledi da polazna nejednaqina ima beskonaqno mnogo rexeǌa ako je a ∈ (−∞, 0)∪ (1,∞). Iz
1◦ i 2◦ sledi da polazna nejednaqina nema rexeǌa ako je a = 1.
Dakle, jedinstvena vrednost parametra a za koju polazna nejednaqina ima konaqan skup
rexeǌa je a = 1.
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