OKPYKHO TAKMUNYEIHLE 13 MATEMATHWEKE
YUEHNKA CPEOIHLUX HTKOJIA, 28.02.2009.

UerBpTH pa3pen, A kKareropuja

(a) HoxaszaTu ma 3a y > 2 Bamu 2¢¥ > y° + 4.

(6) Hokaszatu ma je ¢pyuruuja f :(0,00) — R, nepunucana ca

f(z) = In (ei’“r P 1)

KOHBEKCHaA.

Y menpasoyraom tpoyray ABC, tauka H je opromenrap, a tauke D, F u F
cy momuo:kja Bucuua u3 remena A, B u C, penqom. Heka je X mpecek mpaBux
AH u EF, a Y mpecedna Tadyka KpysKHUIA onucanux oko tpoyria AHC u
EBC, paznmuuura on C. Ilokaszatu ma cy tauke C, X u Y roaureapme.

Onpeautu moctemme ase nudpe 6poja 22° + 1, rme je p mpocT 6poj.

2r . . 27 .
Hera je € = cos 3 + % - sin 5 OnpenuTtu cBe MOJIMHOME P Ca IEJTOOPOjHUM

KOe(UIIjeHTUMA, 3a KOje BaKU
1° p(z) = p(ex) 3a cBako z € C;
2° p(1) = 2001;
3° p(2) = 2009.
OnpenuTtu Hajsehu Mmoryhu Opoj noBama Koju ce MOT'y CMECTUTH Ha IAXOBCKY

Tabay aumeH3uja 7 X 7, TAKO Aa CBAKW OJ HUX HAMada MapHO MHOTO IPYTUX
JoBalla.

Hanomena. JloBam mHanama Gurypy ako ce Haja3e Ha UCTO] (He Hy:KHO TJIABHO) )
OMjaroHaJId M ako ce m3MeDy HUX He HaJIa3W jOII HEKa (Urypa.

Bpewme 3a pan 180 muuyTa.
Csaku 3amatak Bpeau 20 moeHa.



OKPYKHO TAKMUNYEIHLE 13 MATEMATHWEKE
YUEHNKA CPEOIHLUX HTKOJIA, 28.02.2009.

UYerBpTU pa3pen, b kareropuja

OpnpenuTu cBe BPEAHOCTU PEAJHOT IMapaMeTpa a, TAKO 1a jeTHadnHa
23 —32° -9z =a
uMa Tpu peasHa u MehycobHO pazimuunTa penema.
IlaTa je 3apyOspeHa Kyma y KOjy ce Moyke ynucatu jomnta. l[loBpmmaa omo-

Tava Te 3apyOJs/pbeHe Kyle je yeTupu nyTa Beha o pa3imnke IOBPIIMHA OCHOBA.
OppenuTu OHOC 3alIpeMUHA JIONTE U 3apyOJbeHe KyTe.

Heka je uu3 (z,)nen mepunucan ca r; = 1, 0 = 2, 3 = 3 U Tptg = Tpyo —
Tn+1 + X, 3a n € N. Heka je

00 . T3
S=X m=mta gt

Ilokazatu na je 6poj S KOHAYAH W M3pAUYHATHU Ta.

Hera je P moBpmmHa Tpoyria, a R MONyNIpPeYHUK HeroBe ONMCaHe KPYrKHUIE.
JlokazaTu na Bajky HEjeITHAKOCT

P<

3V 3R?
1
Kana ce y mperxomHoj HejeqHAKOCTU AOCTWKE j€THAKOCT !

OnpenuTu cBe BPEemHOCTM PEAJHOT MapaMerpa a 3a KOje je CKyIl pelrema
HejeqHAYHE
2 2
log, 4 (m +a ) > 2

KOHa4YaH.

Bpewme 3a pan 180 munyTa.
Csaku 3amartak Bpenu 20 moena.



1° Axo je p € (1,2], Tama je p— 1 > 0, na jenHaunna mMa 6ap jeAHO MO3UTUBHO PENIEHE aKo

2 2 — 3
7 CaMO aKo je + v ( ﬁ)(er ) >0 2++/(2—-p)(p+3) >0, wro je Tauno.
D

2° Axo je pe [—3,1), rana je p—1 < 0, na jenquayuna uMa 6ap jeAHO HO3UTUBHO DELICHE aKO
2 — 2 — +3
( ?@ ) 0o BT <0e i< —p)p+3) o
p—
(p—1)(p+2) <0, mwro je rauno aro je p € (—2,1).

U caMO akKo je

Iakne, nonasua jemHaurHa uma 06ap jeHO pelleme ako u camo ako je p € (—2,1)U{1}uU(1,2] =
(—=2,2] (Tanrenra 51, crp. 49, Iucmenu 3ananu, 3anarax 1).

—_— —
Heka je ¢ = 1 u Hera je KOIKa CMemTeHa y KOOPAUHATHU cucTeM, Tako na cy AB, AD n
e

AA, jenHUYHU BEKTOPU T, Yy U 2z OCe, peaoM. Y OBOM KOODIAMHATHOM cucremy je P (% 7O,O)7

— — — — . ;!

Q(L3.0). R(LLY), PO = (1.5.0), PR=(1,1,1), PG x PR = (£, 1. 1) ma je panan xoja
canpsxu tauke P, Q u R 2z — 2y + 3z = 1. OBa paBan caup:ku tauke R (0,0, %) u D1(0,1,1), ma
KaKO je Ipecek IBe HemapaJjeslHe PaBHU IpaBa, CIeIN na je IpecedHa (Urypa KOIKe U PaBHU

PQR neroyrao PQRD1R;.

Kaxko je meroyrao cumerpudan y OQHOCY HA pa-
BaH KOja canp:ku Tauke B, By, D, D1, cienu na
K — — P

je meros obum O = |PQ|+2-|QR|+2-|RD,| =

\/1+1+0+2M0+1+1+2M1+0+4—
4 4 49 9

%?+JE.

Axo je ¢ yrao uzmeby pasuu PQR u xy-pasuu,
(0,0,1)-(2,-2,3) 3
Ako cy P u P’ moBpmuna Heke purype u meHe
IpojeKnnje Ha HEKYy paBaH, PEIOM, U IPUTOM
yrao uamehy paBHU y KOjoj ce Hama3u Gurypa
U PaBHU Yy KOjy Ce€ HPOjeKTyje, OK 09354

Tana je cosp =

. 1 . . . .
Taga je — = Kako ce meroyrao m3 3amaTka OPOjEeKIMjOM HA TY-pABAH IPOjEKTyje ¥y

P cosp
7
neroyrao APQCD u Bawu P(APQCD) = 1 — P(APBQ) = g cmema na je P(APQCD) =
$ o WIT
cosp 24
XomoTeruja ca HeHTpoM y A u KOeUIIIjeHTOM ¢ CIUKA jeIMHUYHY KOIKY y KOIKY UBHUIE a. Rako

je omHOC ny:KWHa CJIUKEe U OPUTMHAJIA jeJHAK KOe(UIMjeHTYy XOMOTeTH]e, a OIHOC IOBPIINHA
CIVIKE ¥ OPUTMHAJIa jeqHAK KBaApaTy Koe(UIMjeHTa XOMOTETUje, Clenu Oa je OoDUM IeToyria

2 A
g + Vv 13), a moBpmmHa a? - 72—47 .

APQCD jenmnax a - <
Buneru pememe npsor 3anarka 3a rpehu paspen A kareropuje.

UYerBpTH pa3pen, A Kareropuja

Hexa je g(z) = 2¢¥ — y? — 4. ®ynrnuja g je n06po medunmcana u GECKOHAUHO TyTa AU(DEpEHITH-
jabumma ma [2,00). Ipurom je ¢'(y) = 2¢¥ — 3y%, ¢’ (y) = 2¢¥ — 6y, ¢"'(y) = 2¢¥ — 6. Kopucrehn
e > 6, pemom ciaenu:

- g"(y) =2e*—6>0, vj. pyrrmuja ¢” je pacryha ma [2,00);

- g"(2) = 2¢%2 — 12 > 0; xaxko je ¢” je pactyha ma [2,00), caemu na je g"(y) > 0 3a y € [2,00),
na je ¢pyurnuja ¢’ pacryha ma [2,00);



- ¢'(2) > 2¢? — 12 > 0; xaxo je ¢’ je pacryha ma [2,00), ciemu na je ¢'(y) > 0 3a y € [2,00),
na je pynrnmja g pacryha ma [2,00);

- g(2) = 2e? — 12 > 0; kaxko je g je pactyha ma [2,00), caemu na je g(y) > 0 3a y € [2,00).
OpnaBne ce Henmocpenno noduja TBpheme mpBOr mena 3anaTKa.

Oyuruuja [ je ropexTHO neduHMcaHa ¥ aBa nyta mupepenuujabunna ma (0,00), ma je 3a
IpYyTH Ieo 3alaTKa MNOBOJBHO mokazatu ma je f’(x) > 0 (3a x € (0,00)). Ha (0,00) je

1 1
o
(1)
= n

!
fla) = ——
o+ 1 2 x4+ 1 ;c—‘,—l :C-‘rl 1 z+ 1 1
e l——= | +e"z - — (e w—l)—e o (l—— € 1-—
") T T T
) =
)
e - O_if+&ﬁ_3_0_if_2_&# O_if
- 2 2 3 2 3 2
(ea‘+§ B 1) x T T T x
i 2 2 2 1
= ) 2 {6”3” 3—1+—2——3——4}
(ea‘+§ B 1) T T
et
Kako je ———— > 0, noBosHO je mokazaTu na je u3pa3 y HOCJIEIH0j 3arpaiyd HO3UTUBAH.

()

Kako je z + p > 2 3a x € (0,00), kopucrehu HejenHAKOCT HPBOr mesa 3aJaTKA, NOCIEIHE CJIEAN

nu3
3
el 2 2 2 1 1 2 2 1
e’ —3*1+—2*E*E > IL’+5 +4 —3*1+—2*—3*E
5 2 2 1
= l‘2+§ _4+E>O

IIpasa CY je pamukaaua oca onucanux kpyrosa AAHC u AEBC, na je 10BOJHO JOKA3aTU Ha
X mma mcTy moTeHnujy y omHOCy Ha oBe kpyrose. Ilorenmnuja rauke X onHOCY Ha Kpyr OmuUcaH
oko AAHC je XA-XH, ay onnocy Ha kpyr onucan oko ABCE je XE - XF (kpyr omucasn oKo
ABCE je kpyr man upeunurkoM BC u canpsu taury F, jep je <BEC = <BFC = 90°). Kako
je uerBopoyrao AFHE rerusan (<AFH = <HEA = 90°), u3 noreanuje tauke X y OOHOCY Ha
omMCcaHu KpyT 0BOr uerBopoyriaa, caiemn X F-XF = XA-XH (Taurenra 54, crp. 20, Harpanan
samamu, M754).

OK094A2
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Jlpyzo pewene. Heka je T uusepsuja ca nearpom y C u nmonynpeunuxom v CA-CE =+ CD-CB
(jep je uerBopoyrao ABDE rerumsan (<BEA = <BDA = 90°), a mpousBoJ MOX KOPEHOM je
noreniuja tauke C'y ogHoCcy Ha omnucanu kpyr yersopoyria ABDE). Kako je u uerBopoyrao
AFHE retusan (<AFH = <HEA =90°), cneau CE-CA=CF-CH,na je I(A) = E, I(B) = D,
I(F)=H. Caenu na 7 cauka npaBy EF y onucanu kpyr AAHC, a npaBy AH y onucanu Kpyr
ACEF (omaocuo onucanu kpyr ACEB).

Hakne, rauka X (upecek npasux EF u AH) ca Z ce cauka y Y (upecek onrosapajyhux kpy-
rosa), na cy tauke X, Y u nenrap unsepsuje (C) ronuneapse.

Tpeba oxpemuru ocratak 6poja = = 22 + 1 mpu nememy 100, 1j. mpum mememy ca 4 u npu
nememy ca 25. Kako je 2P > 1, cremu 4 | 22”, ma je z =1 (mod 4).

Axo je p > 2 mpoct 6poj, ou je memapan. Heka je p = 2k +1 (k € N). Cuemn 2P = 22F+1 =
2-4% = 2. (=1)* (mod 5), ma je 2”7 = 2 (mod 5) ako je k mapwo, omrocHo 2P = 3 (mod 5) ako je
k memapuo. Tarobe je 27 = 0 (mod 4), ma je mmm 2P = 12 (mod 20) nmm 2P = 8 (mod 20) (no
KUHECKO] TEOPEMU O OCTAIUMAa, MPETXOMAHU CUCTEMU jeTHAUYWHA UMAajy jeAWHCTBEHO PeIleHhe Yy
cucreMy ocrtaraka 1o momyiay 20).

Ha ocuoBy Ojmepose Teopeme je 22° =1 (mod 25) (Bamu (2,25) = 1), ma je

mwmr = 22 +1=2241=4097=22 (mod 25)
wmr = 22 +1=2841=257=7 (mod 25).

ITowro je n = 1 (mod 4), aro je p > 2 Bawku wim & = 97 (mod 100) niam z = 57 (mod 100) (mo
KUHECKO] TEOPEMU O OCTAIUMAa, MPETXOMHU CUCTEMU jeTHAUYWHA UMAajy jEeAWHCTBEHO pPeIleHme Yy
cucreMy ocrtaTaka 1o moxyiry 100).

Ilakne, ako je p HemapaH IpocT Opoj, ocrarak npu gemeny x ca 100 jemnar je wau 57 nawm 97
wiau 17 (oBo y cayuajy p = 2), omakie ce no0uja OArOBOD HA IUTAHE 3a4ATKA.

k
Heka je p(x) = Z anz" (k = degp). U3 ycnosa je p(x) = p(ex) = p(e?z) (3a caro x € C), ma je
n=0

k
1
p(x) = 3 Z anx™ (14" + ") = Z anz"”
n=0 3|n
o<n<k
(jep je 14+¢&™ +¢&2" =0 ako 3{n, onHocHo 1+ &" + &2 =3 axo 3 | n).
3a meqe m,n u k € Ny sazgu m?® — n® | m3* — n®* ma cmemn m?® — n® | p(m) — p(n), omarme
23 — 13 =7 p(2) — p(1) = 8, mro je memoryhe.
Ilakmie, HE OCTOjU MONMMHOM €& HABEAECHUM OCOOMHAMA.

Bunmeru pememe meror 3anatka 3a rpehu paspen A rareropuje.
YerBpTHu paspen, b kareropuja

dynrmja f : R — R, mepunucana ca f(z) = 23 — 322 — 9z, je mudepenmmjabunaa va R u Bamn
f'(x) = 32> —62—9 = 3(z+1)(2—3), ma cTporo pacte Ha (—oc0, —1) u Ha (3,00), a cTpOro omara Ha
(—1,3). Ha cBakoM mHTEpBay CTPOre MOHOTOHOCTH f MO:Ke y3UMATH (PUKCHY BPEAHOCT HA]BUIILE
jemsoM, na je Opoj pemema jemmauuue f(r) = ¢ HajBume 3 U jedHAK je 3 AKO OBa jeqHAYUHA
uMa IO jemHO pellemhe Ha CBAKOM O MHTepBajJa MOHOTOHOCTH. Kako je zEmooj"(:c) = —00,
f(=1) =5, f8) = =27, lim f(x) = oo, caenn na je f(—o0, 1) = (=00,5), f(~1,3) = (=27,5),
f(3,00) = (—27,00), ma jemnaumna f(r) = a UMa TPU PA3IUYUTA DEIICHA aKO U CAMO aKO je
a € (—27,5) (Taurenra 52, crp. 44, [lucmenu 3ananu, 3anatax 1).
. T .

Heka je r momynpeunnk mame, a R moynpeunuk Belie ocHoBuie kyme m « = — . Herka je s

R

u3BoqHUNA, a h BucuHa kyne. OCHU IpECek KyIe je je JTHAKOKPAKU TPAIle3 Y KOjU Ce MOKE YIUCATU
Kpy/RHUIOA. Kakro cy Kpauu TOT Tpamesa S, a Ay:kuHe ocHOoBuUIA 21 um 2R, cnemu 2s = 2r + 2R,
Tj. 8 = r+ R. V3 nonarka o mospmman omoTtada caem 4(R? —r?)r = (R +r)st = (R +r)?m,

3
omakie je 4R—r) = R+r, 1j. a = 5 13 Tluraropure Teopeme je h? = s> — (R —r)? =

(R+7)> —(R—7r)* = 4rR = 4R%a.
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Ilonynpeunuk sonTe ynucane y Kymy jeaHak je
MOJIOBUHU BUCUHE Kyne (Tpamesa), ma je meHa

3anpeMuHa Vi = (R\/_) 4R i

™
IpeMmuHa KyIe je VK =3
2 3
Rﬂ~\/E~(1+ o?). Komaumo, Yo _
3 Vi
4R37T 3 Rr
3 Q2 20 30
2R3T C l4a+a® 49 OK094B 2

Va - (1+a+a?)
(Tamrenta 54, crp. 45, Iucmenn 3amanu, 3a-
nartak 1).

W3 Bese xkojoM je medunmcan HU3 ce nmoduja x4 = 2, x5 = 1, v = 2, vy = 3, 23 = 2. nayruujom
je Tpya = xp, 3a cBarko n € N. 3awncra, 6a3za MHAyKOMje je cagp:kaHa y ropmaM padyHy. Heka
je TBpbeme Tauno 3a cBe unaHoBe HU3a uuju je mHmekc He Behm om n+4 (n > 3). Tama je
Tpts5 = Tpgd — Tpgs + Tppo = Ty — Tp—1 + Tp—o = Tpy1. arme, Bakm wop = 2 3a cBakro k € N;
Typ+1 = 1 3a cBako k € Ny; 24143 = 3 3a cBako k € Ny.

Pen u3 3anmaTra je pen ca mo3auTUBHUM UJIAHOBUMA, IIa je MOryle MePMYTOBATU HErOBE UIaHOBE.

Kako je Z ¢ =
k=0

1
1 3a |q| < 1 (36up reomerpujcke nporpecuje), cienu
—q

oo

oS
Z +3 Z 34k+3

n=1 = k=1

1
34k+1 +2 Z 32k

Mz
co|3
I
M¢
w0
? —_
t

Il
CJJ|H> TN
—_
+
. Wl
~
8

1
9
Buneru pememe rpeher 3anartka 3a apyru paspen A kareropuje.

Axo je a =0, 3a cBako x > 0,  # 1 Bazku log, ¥? = 2, ma je (y osom cayuajy) = € (0,1) U (1,00)
CKyIl peulemha Hejennauunne (1 OH je GeCKOHAYAH).

Heka je a # 0. Hejemnaunna uma cymucaa 3a ¢ € (—a,1 —a) U (1 — a, 00).

1° Ako je z € (—a,1 —a), tana je 0 < x + a < 1, a nonasHa HejeAHAUMHA j€ €KBUBAJIEHTHA Ca
22 +a? < (v +a)?, ommocro ca 0 < azx. Axo je a > 0 pemema cy x € [0,00) N (—a,1 —a), ma
3a 1 —a > 0 #HejenHaumHa mMa OECKOHAYHO MHOT'O pellena, I0K 3a 1 —a < 0 HeMa pemema.
Axo je a < 0 pemema cy z € (—00,0]N (—a,1 —a) =0, na 3a 0BaKBe BPEAHOCTU HAPAMETPA
a HeMa pellemna.

2° Ako je z € (1 —a,00), Tana je 1 < = + a, a mona3Ha HejeNHAUMHA je €KBUBAJEHTHA Ca
22 +a? > (z+a)?, ommocuo ca 0 > ax. Axo je a > 0 pemema cy x € (—o0,0]N (1 —a,o0), ma
3a 1 —a < 0 HejenHaumHa mMa OECKOHAYHO MHOT'O pPeIlena, MO0K 3a 1 —a > 0 HeMa pemema.
Ako je a < 0 pemema cy x € [0,00) N (1 —a,+00) = (1 —a,00) (1j. y OBOM cityuajy uma
BeCKOHAYHO MHOTO DEIIeHna).

N3 1° cnemm na mosasHa HejeqHAUMHA MMa OECKOHAYHO MHOTO pemema ako je a € (0,1). U3 2°
CIenn A moJa3Ha HejelHAUMHA MMa OECKOHAUHO MHOIO pellena ako je a € (—oo,0)U(1,00). U3
1° u 2° cnenm ma mosa3Ha HejeAHAUMHA HEMa pemema ako je a = 1.

Ilakine, jenMHCTBEHA BPENHOCT IapaMeTpa a 3a KOjy IIOJIa3Ha HejeqHAUYMHA UMa KOHAUYAH CKYII
pemena je a = 1.
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