
REXEǋA ZADATAKA

OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

24.02.2007.

Tre�i razred – A kategorija

Zamak ima formu nekonveksnog 12-tougla (kao na slici) sa ukup-1.
no 45 kvadratnih odaja. Izme�u svake dve odaje koje imaju za-
jedniqki zid postoje vrata. Turista kre�e iz neke odaje i �eli
da obi�e xto vixe odaja i da se vrati u polaznu odaju, ali tako
da u svaku odaju u�e najvixe jedanput. Koliko najvixe odaja
on mo�e ovako da poseti?

Rexeǌe: Na slici se vidi tura turiste kojom se obilazi 42
odaje. Doka�imo da turista ne mo�e posetiti vixe odaja pod
datim uslovima. Obojimo odaje crno-belo (xahovski) tako da
ima 24 crne i 21 belu odaju. Kako turista prolazi susednim
odajama koje su razliqito obojene na ǌegovoj turi ima isti
broj belih i crnih odaja. Zato na svakoj turi nema vixe od
21 + 21 = 42 odaje.

Na�i sve polinome oblika xn±xn−1±xn−2± ...±x±1 koji imaju2.
sve korene realne.

Rexeǌe: Neka su x1, ..., xn koreni polinoma xn + an−1x
n−1 + ... +

a1x + a0 gde je ai = ±1. U sluqaju n = 1 lako se nalaze dva
rexeǌa x ± 1 pa zato pretpostavimo da je n > 1. Koriste�i
Vietove formule imamo

x2
1+x2

2+...+x2
n = (x1+...+xn)2−2(x1x2+...+xn−1xn) = a2

n−1−2an−2 = 1±2.

Kako su po uslovu zadatka svi koreni realni, zbir kvadrata
mora biti pozitivan, pa imamo da je x2

1 + ... + x2
n = 3, tj. an−2 =

−1. Sliqno je i x2
1x

2
2 · · ·x2

n = a2
0 = 1. Koriste�i nejednakost

izme�u aritmetiqke i geometrijske sredine dobijamo:

3
n

=
1
n

(x2
1 + ... + x2

n) > n

√
x2

1 · · ·x2
n = 1

odakle je n 6 3, pri qemu jednakost n = 3 va�i akko x2
1 = x2

2 =
x2

3 = 1. Odatle dobijamo za sluqaj n = 3 dva rexeǌa (x2− 1)(x±
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1). U sluqaju n = 2 lako se dobijaju jox dva rexeǌa x2 ± x− 1,
dok u sluqaju n = 1 imamo tako�e dva rexeǌa x± 1.

Na strani BC trougla ABC uoqimo taqku D i uoqimo upisane3.
krugove u trouglove ABD i ACD. Zajedniqka spoǉaxǌa tan-
genta ova dva kruga, razliqita od prave BC, seqe du� AD u
taqki K. Dokazati da du�ina du�i AK ne zavisi od polo�aja
taqke D.

Rexeǌe: Oznaqimo sa A1, B1, D1 taqke u kojima upisani krug
u trougao ABD dodiruje stranice BD, AD, AB; i oznaqimo sa
A2, C2, D2 taqke u kojima upisani krug u trougao ACD dodiru-
je stranice CD, AD, AC. Neka je AC = b, AB = c, BD = u,
DC = v i AD = d. Neka su G i H taqke u kojima zajedniqka
spoǉaxǌa tangenta razliqita od BC dodiruje krugove upisane
u trouglove ABD i ACD.

Tada je

2AK = (AB1 −GK) + (AC2 −HK)
= AB1 + AC2 −GH

= AD1 + AD2 −A1A2

= AD1 + AD2 −DA1 −DA2.

Me�utim, AD1 = c+d−u
2 , AD2 = b+d−v

2 , DA1 = d+u−c
2 , DA2 =

d+v−b
2 . Zamenom dobijamo

2AK =
c + d− u + b + d− v − d− u + c− d− v + b

2
= b+c−u−v = AC+AB−BC,

odnosno AK = (AB + AC − BC)/2, xto zavisi samo od du�ina
stranica trougla ABC. ¤

Na�i sve prirodne brojeve n maǌe od 100 kojima je zbir cifara4.
u dekadnom zapisu jednak zbiru cifara u binarnom zapisu.
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Rexeǌe: Oznaqimo redom sa S10(n) i S2(n) zbir cifara prirodnog
broja n u dekadnom, odnosno binarnom sistemu. Kako je n <
100 < 27, to broj n u binarnom sistemu ima najvixe 7 cifara,
pa je S2(n) 6 7. Neka je a6a5a4a3a2a1a0 zapis broja n u binarnom
sistemu, tako da on mo�e da poqiǌe i odre�enim brojem nula.
Kako je tada n = a6 ·26 +a5 ·25 +a4 ·24 +a3 ·23 +a2 ·22 +a1 ·21 +a0 ·20,
to je n ≡3 (a0 + a2 + a4 + a6) − (a1 + a3 + a5). Odavde, kako je
n ≡3 S10(n) ≡3 S2(n) = (a0 + a2 + a4 + a6) + (a1 + a3 + a5), nala-
zimo da je 2(a1 + a3 + a5) ≡3 0, odnosno a1 + a3 + a5 ∈ {0, 3} (jer
je 0 6 a1 + a3 + a5 6 3). Dakle, za prirodan broj n va�i da su
binarne cifre a1, a3 i a5 jednake me�u sobom. Sada razlikujemo
dva sluqaja:

1◦ a1 = a3 = a5 = 0. Sada je S2(n) 6 4. Zato je a6 = 0, jer bi
u suprotnom bilo n > 64 odakle je S10(n) > 7, xto je nemogu�e.
Dakle, S2(n) 6 3, n 6 24 + 22 + 20 = 21 i n ≡4 a0 ∈ {0, 1}, te je
n ∈ {21, 20, 12, 2, 1}. Proverom dobijamo da su rexeǌa n = 1,
n = 20 i n = 21.

2◦ a1 = a3 = a5 = 1. Zato je n>25 +23 +21 = 42, pa je S10(n)>5.
Primetimo da je a6 = 0, jer bi u suprotnom bilo n > 26 + 25 +
23 + 21 = 106. Zato je i S10(n) 6 6. Iz ovoga zakǉuqujemo da je
n ∈ {60, 51, 42, 50}. Proverom dobijamo da ni jedan broj iz ovog
skupa nije rexeǌe.

Jedine vrednosti prirodnog broja n, n < 100 koji zadovoǉa-
vaju uslov zadatka su n = 1, n = 20 i n = 21.

Na�i sva realna rexeǌa jednaqine
(
2 +

√
3
)x

+1 =
(
2 ·

√
2 +

√
3
)x

.5.

Tangenta 34, M340

Rexeǌe: Uvedimo oznaku a =
√

2 +
√

3 odakle sledi a2 = 2 +
√

3.
Ovom smenom naxa jednaqina dobija oblik

a2x + 1 = (2a)x.

Brojevi 2 +
√

3 i 2 − √
3 su rexeǌa jednaqine x2 − 4x + 1 = 0

odakle dobijamo jednakost

a4 + 1 = 4a2.

Upore�ivaǌem zakǉuqujemo da je x = 2 jedno rexeǌe naxe jedna-
qine. To je i jedino rexeǌe. Zaista, deǉeǌem sa (2a)x dobijamo
da je naxa jednaqina ekvivalentna sa

(a

2

)x

+
(

1
2a

)x

= 1.

Na levoj strani je funkcija od x koja monotono opada; ovo sle-
di iz qiǌenice da je a

2 < 1 i 1
2a < 1. Zakǉuqujemo da mo�e

postojati najvixe jedna vrednost x za koju ta funkcija uzima
vrednost 1.

Zakǉuqak: Jedino rexeǌe naxe jednaqine je x = 2.
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REXEǋA ZADATAKA

OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

24.02.2007.

Tre�i razred – B kategorija

Neka je AC tetiva kru�nice polupreqnika R kojoj odgovara cen-1.
tralni ugao φ. Na kru�nom luku koji odgovara ovoj tetivi
(unutar ugla φ) odrediti taqku B tako da zbir du�ina tetiva
AB i BC bude maksimalan. Koliki je taj zbir?

Rexeǌe 1: Neka je ^BAC = α, ^ACB = γ i ^ABC = β. Po si-
nusnoj teoremi AB+BC = 2R(sinα+sin γ) = 4R sin(π

2 − β
2 ) cos α−γ

2 .
Maksimum ovog izraza se posti�e za cos α−γ

2 = 1, tj. α = γ =
π
2 − β

2 . Dakle, AB = BC = 2R sin α
2 = 2R cos β

2 , a maksimalan zbir
iznosi 4R cos β

2 .

Rexeǌe 2: Produ�imo du� AB do taqke E tako da va�i BE =
BC, odnosno AE = AB+BC. Trougao BCE je jednakokrak, a kako
je ^ABC = β spoǉaxǌi za ovaj trougao sledi da je ^BEC =
^ECB = β

2 . Konstruiximo taqku D na zadatoj kru�nici tako
da je AD = DC i ^ADC = β. Ponovimo postupak za taqku D kao
i za taqku B. Konstruiximo taqku F tako da va�i DC = DF ,
odnosno AF = AD + DC. Na isti naqin va�i da je ^DFC =
^FCD = β

2 . Taqke E i F pripadaju geometrijskom mestu taqaka
iz kojih se du� AC vidi pod uglom β

2 (ali sa iste strane prave
AC sa koje su B i D). Geometrijsko mesto taqaka je luk sa
centrom u taqki D. Poxto je preqnik najdu�a tetiva, onda
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sledi da je maksimalan zbir tetiva u sluqaju taqke D odnosno
kada je AB = BC.

Za koje vrednosti realnog parametra p jednaqina2.

log px

log(x + 1)
= 2

ima jedinstveno rexeǌe?

Rexeǌe: Jednaqina je ekvivalentna sa

px > 0, x > −1, x + 1 6= 1, px = (x + 1)2,

tj. sa
px > 0, x > −1, x2 + (2− p)x + 1 = 0. (∗)

Imamo dva sluqaja:
Prvi sluqaj: Kvadratna jednaqina ima jedinstveni koren tj. (2−
p)2 = 4, odakle je p = 0 ili p = 4. Rexeǌe p = 0 ne zadovoǉava
prvi uslov, a za p = 4 imamo jedinstveno rexeǌe x = 1.
Drugi sluqaj: Kvadratna jednaqina ima dva korena x1, x2, od ko-
jih samo jedan zadovoǉava uslove (*). Iz uslova da je diskrim-
inanta kvadratne jednaqine D = (2− p)2 − 4 ve�a od nule, dobi-
jamo p > 4 ili p < 0. Rexavaǌem kvadratne jednaqine dobijamo
rexeǌa x1,2 = 1

2 (p − 2 ±
√

(p− 2)2 − 4). Kada je p > 4, imamo
da su oba rexeǌa pozitivna, pa oba zadovoǉavaju uslove (*) i
tada nemamo jedinstveno rexeǌe. Kada je p < 0 imamo da su
oba rexeǌa negativna, me�utim kako je f(−1) = p < 0, gde je
f(x) = x2 + (2− p)x + 1, imamo da je −1 izme�u korena jednaqine,
tj. samo jedno rexeǌe zadovoǉava drugi uslov (*), pa u tom
sluqaju polazna jednaqina ima jednistveno rexeǌe.

Dakle rexeǌe je p ∈ (−∞, 0) ∪ {4}.

Neka je AB = 6
√

2 ivica kvadratne osnove pravilne piramide3.
ABCDV i TV = 3 ǌena visina, gde je T presek dijagonala
kvadrata ABCD. Izraqunati ugao izme�u prave ` odre�ene sa
du�i TH i ravni α trougla ABV , gde je H ortocentar trougla
ABV .

Rexeǌe 1: Ako je S sredina stranice AB, tada redom imamo
da je AS = 3

√
2, AV = 3

√
5, V S = 3

√
3 i iz sliqnosti trouglova

HSA i ASV sledi HS
AS = AS

V S tj. HS = 2
√

3 i HV = SV −HS =
√

3.
Kako je ugao <)TV S zajedniqki za trouglove STV i THV i kako
je
√

3 = SV
TV = TV

HV =
√

3 sledi da su trouglovi STV i THV
sliqni, pa je tra�eni ugao <)THV =<)STV = π

2 .

Rexeǌe 2: Postavimo datu piramidu u koordinatni sistem tako
da je na primer A(6, 0, 0), B(0, 6, 0), V (0, 0, 3) i T (0, 0, 0). Kako je
AH⊥BV i AC⊥BV to je ravan β = β(A,C, H)⊥BV . Analogno je i
γ = γ(B,D, H)⊥AV . Prema tome ortocentar H mora pripadati
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svakoj od ravni α, β i γ tj. H ∈ α ∩ β ∩ γ. Kako je α : x +
y + 2z = 6, β : −2y + z = 0 i γ : −2x + z = 0, to rexeǌe ovog
sistema jednaqina predstavǉa koordinate otocentra H, pa je
H(1, 1, 2). Sada imamo da skalarni proizvod vektora

−−→
TH i

−→
SV

je
−−→
TH · −→SV = (1, 1, 2)(−3,−3, 3) = 0, xto znaqi da je

−−→
TH⊥−→SV tj.

`⊥α, pa je tra�eni ugao π
2 .

Rexeǌe 3: Za svaku pravu pravilnu qetvorostranu piramidu
va�i da je tra�eni ugao π

2 . Kako je AC⊥BV to postoji ravan
β koja sadr�i AC i normalna je na BV i ǌoj oqevidno pripada
visina trougla ABV koja polazi iz temena A. Kako je AC⊥BV
to postoji ravan β koja sadr�i BD i normalna je na AV i ǌoj
oqevidno pripada visina trougla ABV koja polazi iz temena B.
Prema tome ortocentar H trougla ABV pripada preseku ravni
α i β. Kako su obe ravni α i β normalne na ravan trougla ABV
tj. na ravan α, to je i ǌihova preseqnica normalna na α, a ǌoj
oqevidno pripada ortocentar H pa je tra�eni ugao π

2 .

Rexiti sistem jednaqina4.

a1+b1 = 23 a1+d+b1q = 21 a1+2d+b1q
2 = 22 a1+3d+b1q

3 = 29.

gde su a1, b1, d i q nepoznati realni brojevi.
Tangenta 38, str. 42

Rexeǌe: Oduzimaǌem prve od druge, druge od tre�e i tre�e od
qetvrte jednaqine, dobijamo ekvivaletni sistem

a1+b1 = 23 d+b1(q−1) = −2 d+b1q(q−1) = 1 d+b1q
2(q−1) = 7.

Oduzimaǌem druge od tre�e i tre�e od qetvrte jednaqine, do-
bijamo ekvivaletni sistem

a1 + b1 = 23 d + b1(q − 1) = −2 b1(q − 1)2 = 3 b1q(q − 1)2 = 6.

Poxto su vrednosti b1 = 0 i q = 1 iskǉuqene, deǉeǌem qetvrte
sa tre�om jednaqinom konaqno dobijamo ekvivalentan sistem

a1 + b1 = 23 d + b1(q − 1) = −2 b1(q − 1)2 = 3 q = 2.

Rexeǌe posledǌeg a time i naxeg sistema je

q = 2 b1 = 3 d = −5 a1 = 20.

Rexiti nejednaqinu5.

sin 2x− cos 2x + 1
sin 2x + cos 2x− 1

> 0.

Tangenta 38, str. 43
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Rexeǌe: Iz adicione teoreme za sinus nalazimo da je

sin 2x−cos 2x =
√

2 sin (2x− π

4
) i sin 2x+cos 2x =

√
2 sin (2x +

π

4
).

Razlomak je pozitivan ako i samo ako su mu i brojilac i ime-
nilac istog znaka.

Prvi sluqaj:

sin (2x− π

4
) > −

√
2

2
i sin (2x +

π

4
) >

√
2

2
.

Prva jednaqina je ekvivaletna sa

kπ < x <
3π

4
+ kπ (k ∈ Z)

a druga sa
mπ < x <

π

4
+ mπ (m ∈ Z).

Oba uslova su zadovoǉena ako i samo ako je x ∈ (kπ, π
4 + kπ) za

neki k ∈ Z.

Drugi sluqaj:

sin (2x− π

4
) < −

√
2

2
i sin (2x +

π

4
) <

√
2

2
.

Prva jednaqina je ekvivaletna sa

3π

4
+ kπ < x < π + kπ (k ∈ Z)

a druga sa
π

4
+ mπ < x < π + mπ (m ∈ Z).

Oba uslova su zadovoǉena ako i samo ako je x ∈ (3π
4 + kπ, π + kπ)

za neki k ∈ Z ili xto je ekvivaletno ako i samo ako je x ∈
(−π

4 + kπ, kπ) za neki k ∈ Z.
Rexeǌe:

x ∈ (kπ,
π

4
+ kπ) ∪ (−π

4
+ kπ, kπ) (k ∈ Z).
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