PEIIIEIHLA 3AOATARKA
OKPYRHO TAKMWYEILE 13 MATEMATHURE
24.02.2007.

Tpehu pa3spen — A kareropuja

SaMak uMa pOpMy HEKOHBEKCHOT 12-Toyria (Kao Ha CIUIM) ca YKYII-
Ho 45 kBagparHux omaja. Mameby cBake mBe omaje Koje mMmajy 3a-
jemHWYKM 3um mocToje Bpara. Typucra kpehe u3 HEeKe omaje u »Keau
na obube mTo Buile ogaja u 1a ce BpaTu y MOJAa3HY 01ajy, aJu TaKo
oa y CBakKy omnajy ybe HajBumie jemannyT. Koawuko HajBume onaja
OH MOYKE OBAKO Ma MOCeTu?!
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Pewewe: Ha caumu ce Buau Typa TypUCTE KOjoM ce obuimaszu 42
omaje. lokaskmMo ma TypucCTa HE MOKE MOCETUTU BUIIE OJaja MO
natuMm ycaosuma. O6ojumo omaje npHo-6e10 (MAXOBCKM) TAKO 1A
uma 24 upue um 21 Geny omajy. Kako Typucra mposaszu cycemHuM
omajamMa Koje cy pas3ianyuTo o0DOojeHe Ha MHEeroBoj TypU UMa UCTU
6poj Genmux u MPHUX Oomaja. 3aTO Ha CBAKO] TyPW HEMa BUIIE O
21 + 21 = 42 opnaje.

Hahwu cBe monmuaOMe 06mKa " + 2" 1+ 2" 24+ ...+ +1 koju umajy
CBe KOpEeHe peaJHe.

Pewewe: Heka cy 21, ..., T, KOPEHHU IOIMHOMA T" + ap_12" ' + ... +
arx + ag voe je a; = £1. Y cayuajy n = 1 mako ce HaJsa3e aBa
pemema xr + 1 ma 3aTo mpermocraBumo na je n > 1. Kopucrehnu
Buetose ¢popmyne mmamo

x%—}—x%—l—...—i—mi = (m1+...—|—:(:n)2—2(m1x2+...+xn,1xn) = ai_l—Qan,2 = 142.

Kako cy mo ycmoBy 3amarka cBU KOpeHU peajHu, 30Up KBagpara
MOpa OUTK TO3UTUBAH, TTa UMaMO A3 je I3 + ...+ 22 =3, Tj. a,_2 =
—1. Cuamuno je u z3x3---22 = a3 = 1. Kopucrehu mejensaroct
u3Mebhy apuTMeTUUKe U T€OMETPHUjCKe CPeauHe M00UjaMo:
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E—ﬁ(x1+~~+xn>> xi--ax2 =1

omakye je n < 3, IPU YEeMy jeIHAKOCT N = 3 BasKU aKKO T3 = I3
x

r3 = 1. Omarae nobujamo 3a caydaj n = 3 mBa pemema (r2 — 1)
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1). ¥ cayuajy n = 2 nmako ce nobujajy jom msa pemema x> +x — 1,
oK y caydajy n = 1 mumamo takobhe maBa pemema x + 1.

Ha crparmu BC tpoyrna ABC youumMmo Taurky D m youmMO ymIuCaHEe
kpyrose y tpoyriaoBe ABD u ACD. 3ajemaunuka crnoshallmbha TaH-
PeHTa OBa OBa Kpyra, pasziauuurta on npase BC, ceue mysx AD y
rauku K. [lorazatu ma my:kuHa nysku AK He 3aBUCHU O TOJIOXKAja
Tauke D.

Pewemwe: Ozmaummo ca A;, By, D Tauke y KOjuMa yOUCAHU KPYT
y tpoyrao ABD nomupyje crpanune BD, AD, AB; u o3HauuMo ca
As, Cy, Dy Tauke y rojuMa ynucanu kpyr y tpoyrao AC'D mnomupy-
je crpanune CD, AD, AC. Heka je AC = b, AB = ¢, BD = u,
DC =vu AD = d. Heka cy G u H Tauke y KOjuMa 3a]jeTHUUKA
CroJballllba TaHreHTa paznuuurta ox BC noaupyje Kpyrose yuumcaHe
y Tpoyraose ABD u ACD.

A

Tana je

2AK = (AB;—GK)+ (AC, — HK)
= AB, + AC, — GH
= AD; + ADy — A A,
— AD; + ADy — DA, — DA,.

Mebyrnm, AD; = <kd=v  ApD, = brd=v pg, = ddu=c py, =

2 2 2
drv=b  Bamerom no6ujamo

QAK — C+d_u+b+d_u;d_u+c_d_v+b:b+c—u—v:AC+AB—BC’,

omuocao AK = (AB + AC — B(C)/2, mTo 3aBucu caMo OJ Iy:KUAHA
crpanuna tpoyria ABC. [J

Hahwu cBe npuponrae 6pojeBe n Mame ox 100 kojuma je 30up nudpapa
y OeKaTHOM 3aIrcy jeTHak 30upy nudapa y OMHAPHOM 3amucy.



Pewewe: O3uaunmo penom ca Sip(n) u Se(n) 36up nudapa npupogHor
6poja m y meKamHOM, OJHOCHO OWMHApPHOM cucTeMy. KRako je n <
100 < 27, To 6poj N y GUHAPHOM CHCTeMy WMa HajBuIIe 7 mapapa,
na je Sy(n) < 7. Hera je Ggasasazazaiag 3anuc 6poja n 'y 6GuHAPHOM
CUCTEMY, TAKO Ja OH MOMKe Oa Mouume U onpebheHum Opojem HyAa.
Kako je rama n = ag-26+as5-2°+a4-2*+a3-22+ay-224a;1 -2 +ag- 2°,
T0 je n =3 (ag + a2 + a4 + ag) — (a1 + a3z + a5). Omasme, raro je
n =3 Sio(n) =3 Sa(n) = (ag + as + ag + ag) + (a1 + a3 + as), nana-
3umo ma je 2(a; + as + as) =3 0, omnocHo a1 + ag + a5 € {0,3} (jep
je 0 < ay + az + a5 < 3). Iakmue, 3a npupoman 6poj n BaKu na Cy
bunapue mudpe ai,as u as jeqsaxe mehy cobom. Cana pasiaukyjemo
IBa ciaydvaja:

1° a3 = a3 = a5 = 0. Cana je Sz(n) < 4. 3aro je ag = 0, jep 6u
y cymnpotHOM Owmio n > 64 onmakiae je Sig(n) > 7, mro je memoryhe.
Hakme, So(n) <3, n <28 +22+2° =21 un =4 a9 € {0,1}, Te je
n € {21,20,12,2,1}. TIIposepom mobujamo ma cy pemema n = 1,
n=20unn=21.

2° a; = a3 = a5 = 1. 3aro je n>2°+23+2! = 42, ma je Syp(n)>5.
[Ipumermmo 1a je ag = 0, jep 6u y cymporHOM 6mmo n > 26 + 25 +
23 + 2! = 106. 3aro je m Sig(n) < 6. V3 oBora 3akmyuyjemo ma je
n € {60,51,42,50}. IIposepom mobujamo ma HE jemaH GPOj U3 OBOT
CKyTIa HUje pelleme.

Jenune BpennocTu npupomror o6poja n, n < 100 koju 3am0BObaA~
Bajy ycioB 3amatka cy n =1, n =20 u n = 21.

Hahu cBa peasna pememna jeqHaunHe (2 + \/g)m—i—l = <2 2+ \/3) .
Tanreunra 34, M340

Pewemwe: YBenumo o3HaKy a = /2 + V3 omakse caema a? = 2+ /3.
OBoM cMeHOM Hallla jeHAUYMHA KOOUja OOJIMK

a* 41 = (2a)".

Bpojesu 2 4+ V3 n 2 — /3 cy pemema jemmaumne z2 — 4z +1 = 0
oJakJe mobumjaMo jemTHAKOCT

a* +1 = 4a>.

YnopebuBameM 3akbydyjeMo 1a je £ = 2 jeaHO pelleme HaIlle jeaHa-
upne. To je u jequno pememe. 3aucTa, gebemeM ca (2a)” nobujamo
Ia je Hallla je JHAUYWHA €KBUBAJICHTHA Ca

a\?® 1)\”
- +({=—] =1
(2) (2a>
Ha neBoj cTpaHu je ¢pyHEIUja OO & KOja MOHOTOHO OIlaga; OBO CJIe-
M1 U3 Ynmbenune fa je 5 < 1 u % < 1. 3armydyjeMo ma MOsKe
IIOCTOjaTW HajBUINE jedHa BPETHOCT T 3a KOJy Ta (yHKIUja y3UMa
BpenHocT 1.

3ak/byvak: JeauHo pelneme Hallle jeqHauunHe je T = 2.



PEIIIEIHLA 3AOATARKA
OKPYRHO TAKMWYEILE 3 MATEMATHURE
24.02.2007.

Tpehu pa3zpen — B kareropuja

Heka je AC TteruBa kpy:kHUIlE TONyIpedYHnKa R KOjOj oaroBapa meH-
TpaJsHu yrao ¢. Ha Kpy:KHOM JIyKy KOju OoaroBapa OBOj TETUBU
(yayTap yria ¢) ompemutu Tavky B Tako ma 30up Iy:KUHA TETUBA
AB u BC 6yne makcumasan. Koawuku je Taj 30up?

Pewewe 1: Hera je <BAC = a, <ACB = v u <ABC = 3. Ilo cu-
mycuoj Teopemu AB+BC = 2R(sina+sinvy) = 4Rsin(f — g) cos 5L,

MakcuMym OBOr m3pasa ce IOCTHAEE 3a oS “5+ = 1, Tj. a =7y =
T _ B

5 — 5. laxne, AB = BC = 2Rsin § = 2R cos g, a MaKCUMaJlaH 30up

uzHocu 4R cos g

Pewewe 2: Tlpomysxumo nysxk AB mo tauke E tako mna Baxku BE =
BC, omnocuo AFE = AB+BC. Tpoyrao BCE je jenHakoKpak, a Kako
je <ABC = 3 cmomammu 3a 0Baj Tpoyrao ciaemu na je <BEC =
<FECB = g Koucrpynmumo tauky D Ha 3a1aTOj KPYKHUIU TaKO
na je AD = DC' u <ADC = 3. IlomoBumo mocrymnak 3a Tadyky D Kao
u 3a Taury B. Koncrpyumwmmo tauky F tako na Baxku DC = DF,
omunocuo AF = AD + DC. Ha uctu Hauun Baxku na je <DFC =

<FCD = g Tauke F m F' mpunanajy reoOMeTprjCcKOM MeCTy Tadaka

u3 kojux ce nysx AC Buam mon yriiom g (asiz ca ucTe cTpaHe mpaBe

AC ca xoje cy B u D). TeomeTpujcko MecTo Tadaka je JIyK ca
meaTpoM y tauku D. Ilomro je mpeuHuk Hajmy:ka TeTwBa, OHIA
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ciaenu ma je MakKcuMmaJaH 30up TeTwBa y ciydajy Tauke [) OIHOCHO
kana je AB = BC.

3a KOje BPeIHOCTHU PEeaJIHOT MapaMerpa p jeTHaunHa

log px
log(x + 1)

“Ma jeIMHCTBEHO pereme’

Pewewe: JennauuHa je eKBUBaJIEHTHA Ca
pr>0, v>-1, 2+1#1, pr=(r+1)?

Tj. ca
pr>0, x>-1, 224+ (2—pz+1=0. (%)

Mmamo mBa cayuaja:
IIpeu cayuaj: KBagpaTtHa jetHauMHA UMA je IMHCTBEHU KOPeH Tj. (2—
p)2 = 4, omakye je p =0 uau p = 4. Pememe p = 0 He 3a10BObHABA
IpPBU yCJIOB, & 3a p = 4 UMaMO jeIMHCTBEHO pememe T = 1.
Ipyeu cayuaj: Kagparna jenqnaunna uMa aBa KOPEHA T, T2, O KO-
jux camo jenan 3amoBosbaBa ycuaose (*). V3 ycimoBa na je muckpum-
uHAHTA KBaApaTHe jemrauuse D = (2 — p)? — 4 seha ox myne, nobu-
jamo p >4 unu p < 0. PemaBameM KBagpaTHe jenqHauwHe TOOUjaMo
pemema z12 = 3(p — 2+ /(p—2)2—4). Kanma je p > 4, umamo
na cy oba pemema MO3UTHUBHA, ma 06a 3am10BosmaBajy yciaose (*) u
Taaga HEMaMO jeIUHCTBEHO pememe. KRana je p < 0 mmamo ma cy
oba pemema HeratmBHa, Mebhyrum krako je f(—1) = p < 0, roe je
f(z) =22+ (2—p)xr+ 1, umamo na je —1 usmeby kopena jemnauumne,
Tj. caMoO jemHO pememe 3an0BosbaBa Apyru yciaos (*), ma y Towm
caydJajy Ioja3Ha jeIHAUMHA VMMa jeTHUCTBEHO DeIleHne.

Hakne pememe je p € (—o0,0) U {4}.

Heka je AB = 6v/2 uBuna KBaIpaTHe OCHOBE IPABUJIHE IHPAMILIE
ABCDV u TV = 3 mena Bucusa, rge je 1 mpecek aujaroHasa
kBanpara ABCD. Wspauynaru yrao mamebhy npase ¢ onpebene ca
nysxku T'H u paBau o Tpoyraa ABV, rue je H oprounenrap Tpoyria
ABV.

Pewewe 1: Axo je S cpemuna crpanune AB, Tama pemoM mMamoO
na je AS = 3v2, AV =35, VS = 3V3 u u3 cauunoctn TPOYTJIIOBA
HSAwu ASV cnenn 5 = 83 1j. HS =2V3u HV =SV-HS = /3.
Kako je yrao <I'V S 3ajemunuru 3a tpoyraose STV u THV u rako
je V3 = % = % = /3 cioemu na cy tpoyriosu STV u THV
cIuuHM, na je Tpaxenn yrao JIHV =4STV = 7.

Pewewe 2: IlocTaBuMo naty nupaMuny y KOOPAWHATHU CUCTEM TaKO
na je ma mpumep A(6,0,0),B(0,6,0),V(0,0,3) u 7(0,0,0). Kaxro je
AH 1BV u AC 1BV 7o je pasau 3 = 3(A,C, H)LBV. Ananoruo je u
v =~(B,D,H)LAV. Ilpema Tome oprounenrap H Mopa mpunamaru
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cBakoj on paBaHu o, u vy 1j. H € anpfn~y. Kako je a : x +
y+22=6, 0: 2y+2=0mu~vy: —-2xr+ 2z =0, To pememe 0OBOT
cucTeMa jegHauYWHa MpeACcTaB/ba KOOpAWMHATE OTOIeHTpa H, ma je
H(1,1,2). Cama uMamo na CKaJapHU ITPOU3BOI BEKTOPA TH u SV

— —_—
je TH - SV = (1,1,2)(—3,-3,3) = 0, wro 3uaun na je TH LSV Tj.

{la, ma je TpaieHu yrao .

Pewewe 3: 3a cBaky mpaBy IpPaBUJIHY YETBOPOCTPAHY MUPaAMUILY
BaKM Ma je Tpaxkenu yrao 5 . Kaxo je ACLBV To moctoju paBan
8 xoja canp:xku AC u mopmasua je Ha BV u H0j OUeBUAHO MpUIana
Bucuna tpoyraa ABV koja mosasu u3 temena A. Kako je AC LBV
TO mOCTOju paBaH [ Koja caap:xu BD u HopMmasHa je Ha AV u m0j
OUYeBUIHO punana Bucuua Tpoyriaa ABV koja monasu u3 remena B.
[Ipema Tome opronenrap H Tpoyraa ABV mpumnama npeceky paBHU
a u . Kako cy obe paBuu o u [ HOpMaJsHe Ha paBaH Tpoyria ABV
Tj. Ha paBaH (, TO je U HUXOBA IPECEUYHUIIa HOPMaJHAa HA (&, a HO]
™

OUEBUIHO Npunana opronentap H ma je Tpaskenu yrao 3.

Pemutu cucrem jemnauuna
a+b =23 ar+d+big=21 a1+2d+big* =22 a1+3d+big’ = 29.

rme ¢y ai,by,d u ¢ Hemo3uaTu peaJsHu OPOjEBU.
Tanrenra 38, cTtp. 42

Pewewe: Onysumamem npse on apyre, apyre on tpehe u tpehe on
YeTBpPTE jeqHAUYNHE, TOOUjaMO €KBUBAJIETHU CUCTEM

a14+by =23 d+bi(g—1)=—-2 d+biqg(g—1)=1 d+big*(g—1)=T.

Onysumamenm apyre on tpehe u tpehe om uerBpTe jennauwmue, mo-
OujaMO €KBUBAJETHU CUCTEM

a1 +b1 =23 d+bi(g—1)=-2 b(g—1)*=3 biglg—1)*=6.

[Tomro cy Bpemroctu by = 0 u ¢ = 1 UCKIbYUEHE, NAEJHEHEM YETBPTE
ca Tpehowm jeqHAUYMHOM KOHAYHO NOOMjaMO €KBUBAJEHTAH CUCTEM

a1 +01 =23 d4+bi(¢g—1)=-2 b(¢—1)*=3 ¢g=2.
Pememe nocnenmer a TuMme u Hamer cucreMa je

qg=2 by=3 d=-5 a; =20.

Pemuty nejemnaumny

sin2x — cos2x + 1
> 0.

sin 2x + cos2x — 1

Tanrenra 38, cTp. 43
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Pewewe: VI3 anunmone TeopeMe 3a CUHYC HAJA3UMO 14 je

sin 2z —cos 2z = V/2sin (2z — %) u  sin2z+cos 2z = V2sin (2z + %)

Paznomak je mo3uTuBaH aKO M caMO aKO Cy My U OpOjUal u mMMe-
HMJIall MCTOI' 3HAKA.

IIpBu ciayuaj:

|

2
n sin(2z + z) > \/7—

in (2 _T —
Sln(zv )> 1

4

[IpBa jemHauwHa je eKBUBaJIETHA Ca

k7r<:1:<?%+k7r(k:€Z)

a Ipyra ca

m7r<x<%—|—m7r(m€Z).

Ob6a ycioBa cy 3aI0BOJbeHa ako 1 caMo ako je x € (km, T + km) 3a
veku k € Z.

Ipyru ciayuaj:

u sin(2z + E) <

(9 — ) <
sin (2z ) < 1

m V2
4 2

V2
5 "
[IpBa jemnavumHa je eKBUBAJIETHA Ca

%Tﬂ+k7r<x<7r+k7r(k:€Z)

a apyra ca

%+m7r<x<7r+m7r(m€Z).

Ob6a ycmoBa cy 3a10BOJ/LEHA aKO U CAMO aKoO je T € (?jf + km,m+ k)
3a HEKM k € 7 wiu mTO je €KBUBAJETHO aKO U CaMO akKo je T €
(—Z + km, km) 3a wern k € Z.

Pemene:

x € (kr, % + k) U (—g t ok kn) (k€ Z).
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